
[随机最优控制理论] 思考与练习题

9.1 对于 Example 3.2 中的系统，令

J0 = (xN − 1)2 +
1

2

N−1∑
k=0

ru2
k

分别取 r = 1
4
, 4, 8，比较所得到的极值场。

9.2 考虑标量随机双线性系统

xk+1 = xkuk + u2
k + wk

性能指标为

J0 = x2
N +

N−1∑
k=0

|xkuk|

式中 N = 2。控制约束为 uk = ±1，状态 xk 在 {−1, 0, 1, 2} 上取值。过程噪声 wk

的概率密度函数为

fwk
(w) =


1, p = 0.5

0, p = 0.25

−1, p = 0.5

(a) 求最小化 E (J0) 的状态反馈控制律；

(b) 假设采用 (a) 中得到的控制律，求给定 x0 = 1 下 x2 的条件概率密度函数；

(c) 假设 x0 在每个允许值上以概率 1/8 取值，求采用 (a) 中控制下的平均代价函

数；

(d) 求取控制律以最大化 x2 取值为 1 或 2 的概率。

9.3 考虑牛顿系统

ẍ = u+ w

其中过程噪声 w(t) ∼ N (0, q))，且 x(0) ∼ N (x̄0, p0)。令

J(0) =
1

2
x2(T ) +

1

2

∫ T

0

ru2dt
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式中 T = 2。

(a) 写出 HJB 方程，消去 u(t)；

(b) 假设

J̄∗(x, t) =
1

2
s1(t)x

2(t) + s2(t)x(t)ẋ(t) +
1

2
s3(t)ẋ

2(t) +
1

2

∫ T

t

qs3(τ)dτ

其中 s1, s2, s3 为某些函数。运用 HJB 方程，建立这些 si 的耦合标量方程，同时

给出这些方程的边界条件，并将最优控制表示为 si 的线性状态反馈。

9.4 已知系统模型为

ẋ = u+ w

z = x+ v

其中 w ∼ N (0, q′) , v ∼ N (0, r′)，性能指标为

J =
1

2
s(T )x2 +

1

2

∫ T

0

(
qx2 + ru2

)
dt

针对以下情况分别确定最优反馈增益和最优代价函数的解析表达式：

(a) 完整状态信息；

(b) 非完全状态信息。此时还需求出稳态时输出 z(t) 到控制 u(t) 的传递函数，并

画出最优稳态调节器的框图。

9.5 在 Example 3.1 的模型中加入测量

z = hx+ v

其中 v(t) ∼ N (0, r′) 为量测白噪声，且与 w(t), x(0) 不相关。

(a) 写出 LQG 调节器的完整方程组；

(b) 求 S(t) 和误差协方差 P (t) 的解析解。

9.6 设

ẋ = ax+ bu+ gw

z = hx+ v

其中 w(t) ∼ N (0, q′) 和 v(t) ∼ N (0, r′) 为白噪声，且与 x(0) ∼ N (x̄0, p0) 互不相

关。设

J(0) =
1

2

∫ T

0

(
qx2 + ru2

)
dt

(a) 求稳态反馈增益 K∞；
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(b) 求稳态卡尔曼增益 L∞，并建立维纳滤波器

˙̂x = (a− L∞h) x̂+ bu+ L∞z

中 z 到 x̂ 的传递函数；然后结合 (a) 和 (b) 的结果，假设增益 K∞ 和 L∞ 在所有

时间一直适用，给出次优调节器；

(c) 求稳态调节器下 z 到 u 的传递函数，并画出闭环系统的框图；

(d) 求相关次优误差协方差 p(t)；

(e) 求次优状态均方值 X(t)。

9.7 考虑如下牛顿系统：

ÿ = u+ w

z = y + v

其中 w(t) ∼ N (0, σ2) 和 v(t) ∼ N (0, ρ2) 为不相关白噪声。取如下无穷时域性能

指标：

J =
1

2

∫ ∞

0

[
q
(
y2 + ẏ2

)
+ ru2

]
dt

(a) 设状态为 x = [y, ẏ]T，确定最优反馈增益 K；

(b) 画出闭环模型极点 (A − BK) 随 q
r
从 0 变化到 ∞ 的草图，确定系统的闭环

阻尼比和自然频率；

(c) 根据信噪比 Λ = σ
ρ
确定稳态卡尔曼增益；

(d) 求维纳滤波器的传递函数 H(s) = X̂(s)
Z(s)
；

(e) 假设使用维纳滤波器估计所有 t 时刻的状态，确定得到的次优调节器中观测 z

到控制 u 的传递函数；

(f) 观测器多项式为 |sI − A + LH|，画出观测器极点图，确定观测器阻尼比和自

然频率（用 Λ 表示）；

(g) 求次优误差协方差和均方状态解析表达式。

9.8 设系统的状态方程为

ẋ = u+ v

量测方程为

z = x+ v

其中噪声 v(t) 谱密度为

Φz(ω) =
2σ2

ω2 + 1
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试求解控制 u(t) 以最小化

J =
1

2
x2(T ) +

1

2

∫ T

0

(
qx2 + u2

)
dt

同时

(a)确定最优稳态反馈和观测器增益，以及稳态调节器下 z(t) 到 u(t) 的传递函数；

(b) 画出稳态闭环模型以及维纳滤波器极点对 σ2 和 q 的根轨迹；

(c) 如果对所有 t 时刻使用稳态调节器，求出均方状态 X(t)。

9.9 推导 5.3 节中离散时间 LQG 控制方程。

9.10 如果使用反馈形式

uk = −Kkx̂k|k−1

其中 x̂k|k−1 为 xk 的一步预测，推导离散时间 LQG 控制方程。（在控制输入有延

迟的采样系统中可能使用这种反馈）

9.11 考虑标量系统

xk+1 = xk + uk

zk = xk + vk

其中，x0 ∼ N (x0, p0)，vk ∼ N (0, r′) 为白噪声，且两者不相关。取

J =
1

2
x2
N +

1

2

N−1∑
k=0

ru2
k

(a) 写出 LQG 控制方程；

(b) 求解 Kalman 滤波和控制增益。

9.12 对于标量系统

xk+1 = axk + buk + gwk

zk = hxk + vk

其中 wk ∼ N (0, q′) 和 vk ∼ N (0, r′) 为不相关白噪声。考虑无穷时域性能指标

J =
1

2

∞∑
k=0

(
qx2

k + ru2
k

)
(a) 求最优反馈增益 K∞；

(b) 确定稳态卡尔曼增益 L∞，并给出维纳滤波器下 zk 到 x̂k 的传递函数；

(e) 假设使用维纳滤波器估计所有 k 时刻的状态，求次优调节器中 zk 到 uk 的传

递函数。
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