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3 静态参数估计理论 

蔡远利 
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 静态参数估计 

◼ 点估计 

◼ 区间估计 

 

 经典点估计理论 

◼ 最小二乘估计(K.F. Gauss) 

◼ 极大似然估计（R.A. Fisher） 

◼ 贝叶斯估计(T. Bayes) 

 工程应用 

◼ 系统参数辨识 

根据测量到的输入-输出数据来评

估已知数学模型中的系数 

 

◼ 飞行器气动参数辨识 

从飞行测量数据中提取飞行器的气

动导数（飞行器气动导数包含在飞

行器动态方程系数中） 
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3.0 问题描述 

 设𝑋为一随机矢量，𝑍为另外一个与𝑋统计相关随机矢量，

已知随机矢量𝑍的一个样本（实现）𝑧 ； 

  ̂    推断随机矢量𝑋最可能的取值 𝑥 或称想办法获得随机矢

量𝑋的最优估计值𝑥̂。 
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【Remarks】 

⚫ 显然，估计值𝑥̂应该是𝑧的函数，可以记为 𝑥̂(𝑧) 。 

⚫ 更一般地，函数 𝑥̂(𝑍) 称为由𝑍构成的统计量。 

⚫ 在不至混淆的情况下，以后我们将对随机量及其样本采用

相同的符号。 

⚫ 符号惯例说明见表 3-1。 
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表 3-1 符号惯例 

符号 含义 

𝒙 被估计量 

𝒛 测量（量测）量 

𝒙̂ 被估计量的估计值，是量测量的向量函数 

𝒙̃ 估计误差，𝒙 − 𝒙̂ 
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3.1 贝叶斯估计(Bayes Estimation) 

[定义3-1] (代价函数) 若标量函数𝐿[𝑥 − 𝑥̂(𝑧)] = 𝐿(𝑥̃)满足： 

1) 当‖𝑥̃2‖ ≥ ‖𝑥̃1‖时 有𝐿(𝑥̃2) ≥ 𝐿(𝑥̃1); 

2) 当𝑥̃ = 0 时  𝐿(𝑥̃) = 0; 

3) 𝐿(𝑥̃) = 𝐿(−𝑥̃). 

则称𝐿(𝑥̃)为用𝑥̂(𝑧)对𝑥进行估计时的代价函数(或损失函数). 
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[定义3-2] (贝叶斯风险) 𝐵(𝑥̃) = 𝐸[𝐿(𝑥̃)]称为估计𝑥̂(𝑧)的贝叶

斯风险（Bayes’ Risk）。 

 

[定义3-3] (贝叶斯估计) 若𝑥̂(𝑧)是使𝐵(𝑥̃) ⇒ min的估计，那么

称𝑥̂(𝑧)为𝑥的贝叶斯估计。 
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3.1.1 最小方差估计 

[定义3-4] (最小方差估计) 取𝐿(𝑥̃) = [𝑥 − 𝑥̂(𝑧)]𝑇[𝑥 − 𝑥̂(𝑧)]的

贝叶斯估计，称为最小方差估计，记为𝑥̂𝑀𝑉(𝑧). 

 

[定理 3-1] (条件均值) 

𝑥̂𝑀𝑉(𝑧) = 𝐸[𝑥|𝑧] (3.1.1) 
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[证明] 根据最小方差估计的定义，可知 

𝐵(𝑥̃) = 𝐸[𝑥 − 𝑥̂(𝑧)]𝑇[𝑥 − 𝑥̂(𝑧)]  

= ∬
+∞
−∞

[𝑥 − 𝑥̂(𝑧)]𝑇[𝑥 − 𝑥̂(𝑧)]𝑓(𝑥, 𝑧)𝑑𝑥𝑑𝑧 

= ∫ 𝑓𝑧(𝑧) {∫ [𝑥 − 𝑥̂(𝑧)]𝑇[𝑥 − 𝑥̂(𝑧)]𝑓(𝑥|𝑧)𝑑𝑥
+∞

−∞

} 𝑑𝑧

+∞

−∞

 

= ∫ 𝑓𝑧(𝑧)𝐵𝑧(𝑥̃)𝑑𝑧
+∞

−∞
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不难发现 

𝐵(𝑥̃) ⇒ min ⇔ 𝐵𝑍(𝑥̃) ⇒ min 

由极值必要条件，可得 

𝜕𝐵𝑍(𝑥̃)

𝜕𝑥̂
= −2 ∫ (𝑥 − 𝑥̂)𝑓(𝑥|𝑧)𝑑𝑥 = 0

+∞

−∞

 

⇒ 𝑥̂𝑀𝑉(𝑧) = ∫ 𝑥𝑓(𝑥|𝑧)𝑑𝑥
+∞

−∞

= 𝐸[𝑥|𝑧] 

验证充分条件 

𝜕2𝐵𝑍(𝑥̃)

𝜕2𝑥̂
= 2𝐼 > 0 (Positive)    证毕！ 
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[推论 3-1] 最小方差估计的均值及估计误差协方差分别为 

(1) 𝐸𝑥̂𝑀𝑉(𝑧) = 𝐸𝑥     (𝐸𝑥̃𝑀𝑉 = 0) 

(2) 𝑃𝑥̃𝑀𝑉
= ∫ 𝑃𝑥|𝑧𝑓𝑧(𝑧)𝑑𝑧

+∞

−∞
= 𝐸𝑧𝑃𝑥|𝑧 

[证明] 根据均值的定义 

𝐸𝑥|𝑧  = ∫ 𝑥|𝑧𝑓𝑧(𝑧)𝑑𝑧
+∞

−∞

 



Xi’an Jiaotong Univ. Prof. Cai Yuan-Li  

12  

= ∬ 𝑥𝑓𝑥|𝑧(𝑥)𝑓𝑧(𝑧)𝑑𝑥𝑑𝑧
+∞

−∞

 

= ∬ 𝑥𝑓𝑥𝑧(𝑥, 𝑧)𝑑𝑥𝑑𝑧
+∞

−∞

= 𝑥̅ 

因此𝐸𝑥̂𝑀𝑉(𝑧) = 𝐸𝑥，即𝐸𝑥̃𝑀𝑉 = 0. 再由协方差的定义 

𝑃𝑥̃𝑀𝑉
= 𝐸𝑥̃𝑀𝑉𝑥̃𝑀𝑉

𝑇  

= 𝐸{(𝑥 − 𝑥|𝑧)(𝑥 − 𝑥|𝑧)𝑇} 
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= ∫ 𝑓𝑧(𝑧)𝑑𝑧
+∞

−∞

∫ (𝑥 − 𝑥|𝑧)(𝑥 − 𝑥|𝑧)𝑇𝑓𝑥|𝑧(𝑥)𝑑𝑥
+∞

−∞

 

= 𝐸𝑧𝑃𝑥|𝑧 

证毕! 

[推论 3-2] 若𝑥与𝑧相互独立，则 

𝑥̂𝑀𝑉 = 𝐸[ 𝑥|𝑧] = 𝐸 𝑥 = 𝑥̄. 
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[证明] 由贝叶斯公式可知 

𝐸[𝑥|𝑧] = ∫ 𝑥𝑓𝑥|𝑧(𝑥)𝑑𝑥
+∞

−∞

= ∫ 𝑥
𝑓𝑥𝑧(𝑥, 𝑧)

𝑓𝑧(𝑧)
𝑑𝑥

+∞

−∞

 

= ∫ 𝑥
𝑓𝑥(𝑥)𝑓𝑧(𝑧)

𝑓𝑧(𝑧)
𝑑𝑥

+∞

−∞

= ∫ 𝑥𝑓𝑥(𝑥)𝑑𝑥
+∞

−∞

 

所以，𝑥与𝑧相互独立时𝐸[ 𝑥|𝑧] = 𝐸 𝑥 = 𝑥̄，得证! 
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[推论 3-3] (最小方差估计一般求解公式) 

𝑥̂𝑀𝑉(𝑧) =
∫ 𝑥

+∞

−∞
𝑓𝑧|𝑥(𝑧|𝑥)𝑓𝑥(𝑥)d𝑥

∫ 𝑓𝑧|𝑥(𝑧|𝑥)𝑓𝑥(𝑥)d𝑥
+∞

−∞

(3.1.2) 

[证明] 因为 

𝑥̂𝑀𝑉(𝑧) = 𝑥|𝑧 = ∫ 𝑥
+∞

−∞

𝑓𝑥|𝑧(𝑥|𝑧)d𝑥 
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= ∫ 𝑥
+∞

−∞

𝑓𝑥𝑧(𝑥, 𝑧)

𝑓𝑧(𝑧)
d𝑥 =

∫ 𝑥
+∞

−∞
𝑓𝑥𝑧(𝑥, 𝑧)d𝑥

∫ 𝑓𝑥𝑧(𝑥, 𝑧)d𝑥
+∞

−∞

 

分子、分母分别再一次应用贝叶斯公式 

𝑓𝑥𝑧(𝑥, 𝑧) = 𝑓𝑧|𝑥(𝑧|𝑥)𝑓𝑥(𝑥)， 

即得证。 
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[定理 3-2] (最优估计的不变性) 假设 

(1) 𝐿(𝑥̃) 关于𝑥̃ = 0对称且凹； 

(2) 𝐵𝑧(𝑥̃) = ∫ 𝐿(𝑥 − 𝑥̂𝐵)𝑓(𝑥|𝑧)𝑑𝑥
+∞

−∞
存在； 

(3) 𝑓(𝑥|𝑧) 关于条件均值𝑥̂𝑀𝑉 = 𝐸[𝑥|𝑧]对称且凸。 

那么，𝑥̂𝐵 = 𝑥̂𝑀𝑉 . 

[证明] （略） 
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[定理 3-3] (随机正交原理) 设𝑥与𝑧是两随机矢量，那么对任意

的函数𝑔(𝑧)，均有 

𝐸 𝑔 (𝑧)(𝑥 − 𝐸[ 𝑥|𝑧])𝑇 = 0 (3.1.3) 

[证明] 𝐸 𝑔 (𝑧)(𝑥 − 𝐸[ 𝑥|𝑧])𝑇 = 𝐸 𝑔 (𝑧)𝑥𝑇 − 𝐸 𝑔 (𝑧)𝑥|𝑧
𝑇

 

= 𝐸 𝑔 (𝑧)𝑥𝑇 − ∫ 𝑔(𝑧) [∫ 𝑥𝑓𝑥|𝑧(𝑥)𝑑𝑥]𝑇 𝑓𝑧(𝑧)𝑑𝑧 
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= 𝑔(𝑧)𝑥𝑇 − ∬ 𝑔(𝑧)𝑥𝑇𝑓(𝑥, 𝑧)𝑑𝑥𝑑𝑧 = 0 

证毕！ 

 

[推论 3-4] (随机投影定理) 设𝑔(•)为任一函数，那么 

𝐸‖𝑥 − 𝐸[ 𝑥| 𝑧]‖2 ≤ 𝐸‖𝑥 − 𝑔(𝑧)‖2 (3.1.4) 
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[证明] 根据范数的定义 

‖𝑥 − 𝑔(𝑧)‖2 = ‖𝑥 − 𝐸[𝑥|𝑧] + 𝐸[𝑥|𝑧] − 𝑔(𝑧)‖2 

= ‖𝑥 − 𝐸[𝑥|𝑧]‖2 + ‖𝐸[𝑥|𝑧] − 𝑔(𝑧)‖2 

+(𝑥 − 𝐸[𝑥|𝑧])𝑇(𝐸[𝑥|𝑧) − 𝑔(𝑧)) + (𝐸[𝑥|𝑧] − 𝑔(𝑧))
𝑇

(𝑥

− 𝐸[𝑥|𝑧]) 

根据随机正交定理(3.1.3)，可知 
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𝐸‖𝑥 − 𝑔(𝑧)‖2 = 𝐸‖𝑥 − 𝐸[𝑥|𝑧]‖2 + 𝐸‖𝐸[𝑥|𝑧] − 𝑔(𝑧)‖2 

因此 𝐸‖𝑥 − 𝐸[ 𝑥|𝑧]‖2 ≤ 𝐸‖𝑥 − 𝑔(𝑧)‖2。证毕！ 

 

[定理 3-4] (高斯条件均值与协方差) 设

𝑥~𝑁(𝑥̄, 𝑃𝑥), 𝑧~𝑁(𝑧̄, 𝑃𝑧)，𝑦 = [𝑥𝑇 , 𝑧𝑇]𝑇~𝑁(𝑦̄, 𝑃𝑦)， 

其中  𝑃𝑦 = [
𝑃𝑥 𝑃𝑥𝑧

𝑃𝑧𝑥 𝑃𝑧
]，𝑃𝑥𝑧 = 𝐸( 𝑥 − 𝑥̄)(𝑧 − 𝑧̄)𝑇. 那么 
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𝐸[ 𝑥|𝑧] = 𝑥̄ + 𝑃𝑥𝑧𝑃𝑧
−1(𝑧 − 𝑧̄) (3.1.5) 

𝑃𝑥|𝑧 = 𝑃𝑥 − 𝑃𝑥𝑧𝑃𝑧
−1𝑃𝑧𝑥 (3.1.6) 

【证明】因为 

𝑓𝑥|𝑧(𝑥|𝑧) =
𝑓𝑥𝑧(𝑥, 𝑧)

𝑓𝑧(𝑧)
=

𝑓𝑦(𝑦)

𝑓𝑧(𝑧)
 

=
√(2𝜋)𝑚|𝑃𝑧|

√(2𝜋)𝑛+𝑚|𝑃𝑦|
exp{ −

1

2
[(𝑦 − 𝑦̄)𝑇𝑃𝑦

−1(∗) − (𝑧 − 𝑧̄)𝑇𝑃𝑧
−1(∗)]} 
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考虑到 

𝑃𝑦
−1 = [

𝐷−1 −𝐷−1𝑃𝑥𝑧𝑃𝑧
−1

−𝑃𝑧
−1𝑃𝑧𝑥𝐷−1 𝑃𝑧

−1 + 𝑃𝑧
−1𝑃𝑧𝑥𝐷−1𝑃𝑥𝑧𝑃𝑧

−1] (3.1.7) 

其中，𝐷 = 𝑃𝑥 − 𝑃𝑥𝑧𝑃𝑧
−1𝑃𝑧𝑥. 

 从而有 

[
𝑥 − 𝑥̄
𝑧 − 𝑧̄

]
𝑇

𝑃𝑦
−1 [

𝑥 − 𝑥̄
𝑧 − 𝑧̄

] − (𝑧 − 𝑧̄)𝑇𝑃𝑧
−1(𝑧 − 𝑧̄) = [𝑥 − 𝐸( 𝑥|𝑧)]𝑇𝑃𝑥|𝑧

−1[∗] 

其中，𝐸( 𝑥|𝑧) = 𝑥̄ + 𝑃𝑥𝑧𝑃𝑧
−1(𝑧 − 𝑧̄), 𝑃𝑥|𝑧 = 𝑃𝑥 − 𝑃𝑥𝑧𝑃𝑧

−1𝑃𝑧𝑥. 
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 注意到 

|𝑃𝑦|

|𝑃𝑧|
= |𝑃𝑥|𝑧| (3.1.8) 

于是可导出 

𝑓𝑥|𝑧(𝑥|𝑧) =
1

√(2𝜋)2|𝑃𝑥|𝑧|

exp{ −
1

2
[𝑥 − 𝐸( 𝑥|𝑧)]𝑇𝑃𝑥|𝑧

−1[∗∗]} 

证毕！  
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[推论 3-5] 在[定理 3-4]条件下，𝑃𝑥̃𝑀𝑉
= 𝐸𝑧𝑃𝑥|𝑧 = 𝑃𝑥|𝑧，即

𝑥̃𝑀𝑉~𝑁(0, 𝑃𝑥 − 𝑃𝑥𝑧𝑃𝑧
−1𝑃𝑧𝑥)。 

[证明] 由[推论 3-1]可知 

𝑃𝑥̃𝑀𝑉
= ∫ 𝑃𝑥|𝑧𝑓𝑧(𝑧)𝑑𝑧

+∞

−∞

= 𝐸𝑧𝑃𝑥|𝑧 

而[定理 3-4]表明𝑃𝑥|𝑧 = 𝑃𝑥 − 𝑃𝑥𝑧𝑃𝑧
−1𝑃𝑧𝑥，是常值矩阵，因此
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𝐸𝑧𝑃𝑥|𝑧 = 𝑃𝑥|𝑧。结合最小方差估计是无偏估计的结论，所以[

定理 3-4]条件下𝑥̃𝑀𝑉~𝑁(0, 𝑃𝑥 − 𝑃𝑥𝑧𝑃𝑧
−1𝑃𝑧𝑥)。 证毕！ 

[定理 3-5] 若𝑧 = 𝐻𝑥 + 𝑣, 𝑣~𝑁(0, 𝑅), 𝑥~𝑁(𝑥̄, 𝑃𝑥)，而且𝐸𝑥𝑣𝑇 =

0（正交），则有 

𝐸[𝑥|𝑧] = 𝑥̄ + 𝑃𝑥|𝑧𝐻𝑇𝑅−1(𝑧 − 𝐻𝑥̄) (3.1.9) 

𝑃𝑥|𝑧 = 𝑃𝑥̃𝑀𝑉
= (𝑃𝑥

−1 + 𝐻𝑇𝑅−1𝐻)−1 (3.1.10) 
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 [证明] 根据给定的量测方程𝑧 = 𝐻𝑥 + 𝑣，可导出 

𝑧̅ = 𝐻𝑥̅, 𝑧̆ = 𝑧 − 𝑧̅ = 𝐻𝑥 + 𝑣 − 𝐻𝑥̅ = 𝐻𝑥̆ + 𝑣 

 𝑃𝑧 = 𝐸𝑧̆𝑧̆𝑇 = 𝐸(𝐻𝑥̆ + 𝑣)(𝐻𝑥̆ + 𝑣)𝑇 = 𝐻𝑃𝑥𝐻𝑇 + 𝑅 

𝑃𝑥𝑧 = 𝐸𝑥̆𝑧̆𝑇 = 𝐸𝑥̆(𝐻𝑥̆ + 𝑣)𝑇 = 𝑃𝑥𝐻𝑇 

根据[定理 3-4]可得 
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𝐸[𝑥|𝑧] = 𝑥̅ + 𝑃𝑥𝑧𝑃𝑧
−1(𝑧 − 𝑧̅)

= 𝑥̅ + 𝑃𝑥𝐻𝑇(𝐻𝑃𝑥𝐻𝑇 + 𝑅)−1(𝑧 − 𝐻𝑥̅) 

𝑃𝑥|𝑧 = 𝑃𝑥̃𝑀𝑉
= 𝑃𝑥 − 𝑃𝑥𝑧𝑃𝑧

−1𝑃𝑧𝑥 = 𝑃𝑥 − 𝑃𝑥𝐻𝑇(𝐻𝑃𝑥𝐻𝑇 + 𝑅)𝐻𝑃𝑥 

由矩阵求逆引理 

[(𝐴22 − 𝐴21𝐴11
−1𝐴12)−1 = 𝐴22

−1 + 𝐴22
−1𝐴21(𝐴11 − 𝐴12𝐴22

−1𝐴21)−1𝐴12𝐴22
−1] 

𝑃𝑥 − 𝑃𝑥𝐻𝑇(𝐻𝑃𝑥𝐻𝑇 + 𝑅)𝐻𝑃𝑥 = (𝑃𝑥
−1 + 𝐻𝑇𝑅−1𝐻)−1 
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所以在线性量测高斯分布条件下，最小方差估计为 

𝐸[𝑥|𝑧] = 𝑥̄ + 𝑃𝑥|𝑧𝐻𝑇𝑅−1(𝑧 − 𝐻𝑥̄) 

𝑃𝑥|𝑧 = 𝑃𝑥̃𝑀𝑉
= (𝑃𝑥

−1 + 𝐻𝑇𝑅−1𝐻)−1 

证毕！ 

 上述估计误差协方差关系可以表示为 

𝑃𝑥|𝑧
−1 = 𝑃𝑥

−1 + 𝐻𝑇𝑅−1𝐻 (3.1.11) 
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具有重要的物理含义。另外，注意到 

𝐼 − 𝑃𝑥|𝑧𝐻𝑇𝑅−1𝐻 = 𝑃𝑥|𝑧(𝑃𝑥|𝑧
−1 − 𝐻𝑇𝑅−1𝐻) = 𝑃𝑥|𝑧𝑃𝑥

−1 (3.1.12) 

我们可得[定理 3-5]的另外一种形式。 

[定理 3-6] (线性量测高斯分布最小方差估计 )若𝑧 = 𝐻𝑥 +

𝑣, 𝑣~𝑁(0, 𝑅), 𝑥~𝑁(𝑥̄, 𝑃𝑥)，且𝐸𝑥𝑣𝑇 = 0，则 

𝑥̂𝐿 = 𝑃𝑥̃𝐿
(𝑃𝑥

−1𝑥̄ + 𝐻𝑇𝑅−1𝑧) (3.1.13) 

𝑃𝑥̃𝐿

−1 = 𝑃𝑥
−1 + 𝐻𝑇𝑅−1𝐻 (3.1.14) 
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[例3-1] 设𝑥~𝑈[0,1]，即𝑓𝑥(𝑥) = {
1,    0 ≤ 𝑥 ≤ 1
0,    otherwise

。 

（1） 求𝑥的验前估计𝑥̅; 

（2） 𝑥的量测为𝑧 = ln
1

𝑥
+ 𝑣  𝑣服从指数分布，即 

𝑓𝑣(𝑣) = {
𝑒−𝑣, 𝑣 ≥ 0

0, 𝑣 < 0
 

此外假设𝑥与𝑣相互独立  试求𝑥的最小方差估计。 

[解] (1) 𝑥̄ = ∫ 𝑥𝑓𝑥(𝑥)𝑑𝑥
+∞

−∞
=

1

2
; 
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(2)因为𝑥与𝑣相互独立，所以 

𝑓𝑧|𝑥(𝑧|𝑥) = 𝑓𝑣 (𝑧 − ln
1

𝑥
) 

= {
𝑒−𝑧−ln

1
𝑥 , 𝑧 − ln

1

𝑥
≥ 0

0,                    𝑧 − ln
1

𝑥
< 0

  = { 
1

𝑥
𝑒−𝑧, 𝑥 ≥ 𝑒−𝑧

0,                𝑥 < 𝑒−𝑧
 

由[推论 3-3]可知 
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  𝑥̂𝑀𝑉(𝑧) =
∫ 𝑒−𝑧𝑑𝑥

1

𝑒−𝑧

∫
1
𝑥

𝑒−𝑧𝑑𝑥
1

𝑒−𝑧

=
𝑒−𝑧(1 − 𝑒−𝑧)

𝑒−𝑧 ln 𝑥 |𝑒−𝑧
1 =

1 − 𝑒−𝑧

𝑧
. 

3.1.2 线性最小方差估计 

[定义3-5] 取𝐿(𝑥̃) = [𝑥 − 𝑥̂(𝑧)]𝑇[𝑥 − 𝑥̂(𝑧)]且形式上限制为𝑥̂ =

𝑎 + 𝐵𝑧的 Bayes 估计，其中𝑎和𝐵分别是常系数向量和矩阵，

则称为线性最小方差估计，记为𝑥̂𝐿(𝑧). 
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[引理3-1] 设 A B C 是合适维数的矩阵，关于矩阵迹有如下公

式： 

tr(AB) = tr(BA)  

∂tr(ABAT)

∂A
= AB+ABT  

𝜕tr(BAC)

𝜕A
= BTCT  
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[引理3-2] 令𝐿 = [𝑥 − 𝑎 − 𝐵𝑧]𝑇[𝑥 − 𝑎 − 𝐵𝑧]，有 

𝜕𝐿

𝜕𝑎
= 2(𝑎 + 𝐵𝑧 − 𝑥) (3.1.15) 

𝜕𝐿

𝜕𝐵
= 2(𝐵𝑧 + 𝑎 − 𝑥)𝑧𝑇 (3.1.16) 

[证明] 展开𝐿得 

𝐿 = 𝑥𝑇𝑥 + 𝑎𝑇𝑎 + 𝑧𝑇𝐵𝑇𝐵𝑧 − 2𝑥𝑇𝑎 + 2𝑎𝑇𝐵𝑧 − 2𝑥𝑇𝐵𝑧 
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直接可得式(3.1.15)。另外，对于任意相同维数向量𝑢和𝑣，有 

𝑢𝑇𝑣 = tr(𝑣𝑢𝑇) 

因此 

𝜕𝐿

𝜕𝐵
=

𝜕

𝜕𝐵
(𝑧𝑇𝐵𝑇𝐵𝑧 + 2𝑎𝑇𝐵𝑧 − 2𝑥𝑇𝐵𝑧) 

=
𝜕

𝜕𝐵
tr(𝐵𝑧𝑧𝑇𝐵𝑇 + 2𝐵𝑧𝑎𝑇 − 2𝐵𝑧𝑥𝑇) 
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根据[引理 3-1]，可导出 

𝜕𝐿

𝜕𝐵
= 2𝐵𝑧𝑧𝑇 + 2𝑎𝑧𝑇 − 2𝑥𝑧𝑇 

= 2(𝐵𝑧 + 𝑎 − 𝑥)𝑧𝑇 

证毕！ 
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[定理 3-7]  (线性最小方差估计的充要条件） 

𝐸{[𝑥 − 𝑥̂𝐿(𝑧)]𝑧𝑇} = 0 (3.1.17) 

E[ 𝑥 − 𝑥̂𝐿(𝑧)] = 0 (3.1.18) 

[证明] (1)充分性：设以上两式成立，对任意的𝑥̂  有 

𝐸‖𝑥 − 𝑥̂‖2 = 𝐸‖𝑥 − 𝑥̂𝐿(𝑧) + 𝑥̂𝐿(𝑧) − 𝑥̂‖2 

= 𝐸‖𝑥 − 𝑥̂𝐿(𝑧)‖2 + 𝐸‖𝑥̂𝐿(𝑧) − 𝑥̂‖2 
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+𝐸[𝑥 − 𝑥̂𝐿(𝑧)]𝑇[𝑥̂𝐿(𝑧) − 𝑥̂] + 𝐸[𝑥̂𝐿(𝑧) − 𝑥̂]𝑇[𝑥 − 𝑥̂𝐿(𝑧)] 

记 𝑥̂𝐿(𝑧) = 𝑎𝑜 + 𝐵𝑜𝑧, 𝑥̂ = 𝑎 + 𝐵𝑧   那 么 𝑥̂𝐿(𝑧) − 𝑥̂ = (𝑎𝑜 −

𝑎) + (𝐵𝑜 − 𝐵)𝑧  考虑到 

𝐸[𝑥̂𝐿(𝑧) − 𝑥̂][𝑥 − 𝑥̂𝐿(𝑧)]𝑇

= 𝐸[𝑎𝑜 − 𝑎][𝑥 − 𝑥̂𝐿(𝑧)]𝑇

+ 𝐸{(𝐵𝑜 − 𝐵)𝑧[𝑥 − 𝑥̂𝐿(𝑧)]𝑇} = 0 
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说明 𝐸[𝑥̂𝐿(𝑧) − 𝑥̂]𝑇[𝑥 − 𝑥̂𝐿(𝑧)] = 0 。类似地，可知 𝐸[𝑥 −

𝑥̂𝐿(𝑧)]𝑇[𝑥̂𝐿(𝑧) − 𝑥̂] = 0。因而有 

𝐸‖𝑥 − 𝑥̂‖2 = 𝐸‖𝑥 − 𝑥̂𝐿(𝑧)‖2 + 𝐸‖𝑥̂𝐿(𝑧) − 𝑥̂‖2 

所以 

𝐸‖𝑥 − 𝑥̂𝐿(𝑧)‖2 ≤ 𝐸‖𝑥 − 𝑥̂‖2 

说明𝑥̂𝐿(𝑧)是线性最小方差估计。 
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(2)必要性：设𝑥̂𝐿(𝑧) = 𝑎𝑜 + 𝐵𝑜𝑧是线性最小方差估计，由式

(3.1.17)可得 

𝜕

𝜕𝑎
 𝐸‖𝑥 − 𝑎 − 𝐵𝑧‖2|

𝑎=𝑎𝑜,𝐵=𝐵𝑜

= −2𝐸[𝑥 − 𝑎𝑜 − 𝐵𝑜𝑧]  = 0 

即𝐸[𝑥 − 𝑥̂𝐿(𝑧)] = 0. 而由式(3.1.18)可得 

𝜕

𝜕𝐵
 𝐸‖𝑥 − 𝑎 − 𝐵𝑧‖2|

𝑎=𝑎𝑜,𝐵=𝐵𝑜

= −2𝐸{[𝑥 − 𝑎𝑜 − 𝐵𝑜𝑧]𝑧𝑇}  = 0 



Xi’an Jiaotong Univ. Prof. Cai Yuan-Li  

42  

因此 𝐸{[𝑥 − 𝑥̂𝐿(𝑧)]𝑧𝑇} = 0。证毕！ 

[推论 3-6] 对任意合适维数的矩阵𝐴和向量𝑏，都有 

𝐸‖𝑥 − 𝑥̂𝐿(𝑧)‖2 ≤ 𝐸‖𝑥 − 𝐴𝑧 − 𝑏‖2 (3.1.19) 

[定理 3-8] (线性最小方差估计及其协方差)  

𝑥̂𝐿(𝑧) = 𝑥̄ + 𝑃𝑥𝑧𝑃𝑧
−1(𝑧 − 𝑧̄) (3.1.20) 

𝑃𝑥̃𝐿
= 𝐸𝑥̃𝐿𝑥̃𝐿

𝑇 = 𝑃𝑥 − 𝑃𝑥𝑧𝑃𝑧
−1𝑃𝑧𝑥 (3.1.21) 
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[证明]设𝑥̂𝐿(𝑧) = 𝑎𝑜 + 𝐵𝑜𝑧   根据线性最小方差估计充要条件

(3.1.18)可知 

𝑥̅ = 𝑎𝑜 + 𝐵𝑜𝑧̅ (3.1.22𝑎) 

而由(3.1.17)可得 

𝐸{[𝑥 − 𝑥̅ + 𝑥̅ − 𝑥̂𝐿(𝑧)]𝑧𝑇} = 0 

⇒  𝐸{[𝑥 − 𝑥̅]𝑧𝑇} = 𝐸{[𝑥̂𝐿(𝑧) − 𝑥̅]𝑧𝑇} 
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因此 

𝑃𝑥𝑧 = 𝐸{[𝑥̂𝐿(𝑧) − 𝑥̅][𝑧 − 𝑧̅]𝑇} (3.1.22𝑏) 

注意到 𝑥̂𝐿(𝑧) − 𝑥̅ = 𝐵𝑜(𝑧 − 𝑧̅) 

上式两边右乘[𝑧 − 𝑧̅]𝑇并取数学期望，并带入(3.1.22𝑏)，得 

𝑃𝑥𝑧 = 𝐵𝑜𝑃𝑧  ⇒  𝐵0 = 𝑃𝑥𝑧𝑃𝑧
−1 

将上式带入(3.1.22𝑎)，可得 
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𝑎𝑜 = 𝑥̅ − 𝑃𝑥𝑧𝑃𝑧
−1𝑧̅ 

 将𝑎𝑜, 𝐵𝑜带入𝑥̂𝐿(𝑧) = 𝑎𝑜 + 𝐵𝑜𝑧，即得 

𝑥̂𝐿(𝑧) = 𝑥̄ + 𝑃𝑥𝑧𝑃𝑧
−1(𝑧 − 𝑧̄) 

由上式可知 

𝑃𝑥̂𝐿
= 𝐸{[𝑥̂𝐿(𝑧) − 𝑥][𝑥̂𝐿(𝑧) − 𝑥]𝑇} 

= 𝐸{[𝑥̅ − 𝑥 + 𝑃𝑥𝑧𝑃𝑧
−1(𝑧 − 𝑧̅)][𝑥̅ − 𝑥 + 𝑃𝑥𝑧𝑃𝑧

−1(𝑧 − 𝑧̅)]𝑇} 

= 𝑃𝑥 − 𝑃𝑥𝑧𝑃𝑧
−1𝑃𝑧𝑥 

上式中用到了𝑃𝑧
𝑇 = 𝑃𝑧, 𝑃𝑧𝑥 = 𝑃𝑥𝑧

𝑇 。证毕！ 
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[定理 3-9] 当(𝑥, 𝑧) 服从高斯分布时，𝑥̂𝐿(𝑧) = 𝑥̂𝑀𝑉(𝑧).  

[证明]在高斯分布假设下，根据[定理 3-4]可知 

𝑥̂𝑀𝑉(𝑧) = 𝐸[ 𝑥|𝑧] = 𝑥̄ + 𝑃𝑥𝑧𝑃𝑧
−1(𝑧 − 𝑧̄) 

比较(3.1.20)即得证. 此外  还有𝑃𝑥|𝑧 =  𝑃𝑥̃𝐿
 . 即在正态分布情

况下，线性最小方差估计即为最小方差估计. 证毕！ 
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[推论 3-7] 设𝑧为测量值，𝑥1, 𝑥2为未知的随机量，𝐴, 𝐵, 𝑟是确定

性量，此外，𝑦 = 𝐴𝑥1 + 𝐵𝑥2 + 𝑟 + 𝑤。𝑤为噪声，与𝑧不相

关，而且𝐸𝑤 = 0，那么 

(1) 𝑦̂𝐿(𝑧) = 𝐴𝑥̂1𝐿(𝑧) + 𝐵𝑥̂2𝐿(𝑧) + 𝑟;  

(2) 𝐸𝑦̃𝐿(𝑧) = 0.  

[证明]由[定理 3-8]可知 
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𝑦̂𝐿(𝑧) = 𝑦̅ + 𝑃𝑦𝑧𝑃𝑧
−1(𝑧 − 𝑧̅) 

而   𝑦̅ = 𝐴𝑥̅1 + 𝐵𝑥̅2 + 𝑟 

𝑃𝑦𝑧 = 𝐸[𝑦 − 𝑦̅][𝑧 − 𝑧̅]𝑇 = 𝐴𝑃𝑥1𝑧 + 𝐵𝑃𝑥2𝑧 

所以 

𝑦̂𝐿(𝑧) = 𝐴𝑥̅1 + 𝐵𝑥̅2 + 𝑟 + (𝐴𝑃𝑥1𝑧 + 𝐵𝑃𝑥2𝑧)𝑃𝑧
−1(𝑧 − 𝑧̅) 

=  𝐴𝑥̅1 +  𝐴𝑃𝑥1𝑧𝑃𝑧
−1(𝑧 − 𝑧̅) + 𝐵𝑥̅2 +  𝐵𝑃𝑥2𝑧𝑃𝑧

−1(𝑧 − 𝑧̅) + 𝑟 



Xi’an Jiaotong Univ. Prof. Cai Yuan-Li  

49  

= 𝐴𝑥̂1𝐿(𝑧) + 𝐵𝑥̂2𝐿(𝑧) + 𝑟 

 另外 

𝐸𝑦̂𝐿(𝑧) = 𝐴𝑥̅1 + 𝐵𝑥̅2 + 𝑟 = 𝑦̅ 

所以 

𝐸𝑦̃𝐿(𝑧) = 𝐸[𝑦̂𝐿(𝑧) − 𝐸𝑦̂𝐿(𝑧)] = 𝐸[𝑦̂𝐿(𝑧) − 𝑦̅] = 0 

证毕！  



Xi’an Jiaotong Univ. Prof. Cai Yuan-Li  

50  

[推论 3-8] 若𝑧1, 𝑧2, … , 𝑧𝑘 互不相关 那么 

𝑥̂𝐿(𝑧1, 𝑧2, … , 𝑧𝑘)

= 𝑥̂𝐿(𝑧1) + 𝑥̂𝐿(𝑧2) + ⋯ + 𝑥̂𝐿(𝑧𝑘) − (𝑘 − 1)𝑥̄ 

[证明] 令 

𝑧 = [𝑧1
𝑇, 𝑧2

𝑇, ⋯ , 𝑧𝑘
𝑇]𝑇 

那么 
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𝑧̅ = [𝑧1
𝑇, 𝑧2

𝑇, ⋯ , 𝑧𝑘̅
𝑇]𝑇 

𝑃𝑥𝑧 = 𝐸(𝑥 − 𝑥̅)(𝑧 − 𝑧̅)𝑇 = [𝑃𝑥𝑧1
, 𝑃𝑥𝑧2

, ⋯ , 𝑃𝑥𝑧𝑘
] 

𝑃𝑧 = [

𝑃𝑧1
⋯ 0

⋮ ⋱ ⋮
0 ⋯ 𝑃𝑧𝑘

] 

根据[定理 3-8]，可知 
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𝑥̂𝐿(𝑧) = 𝑥̅ + 𝑃𝑥𝑧𝑃𝑧
−1(𝑧 − 𝑧̅) = 𝑥̅ + ∑ 𝑃𝑥𝑧𝑖

𝑘

𝑖=1

𝑃𝑧𝑖

−1 

考虑到 

𝑥̂𝐿(𝑧𝑖) = 𝑥̅ + 𝑃𝑥𝑧𝑖
𝑃𝑧𝑖

−1 

所以 

𝑥̂𝐿(𝑧) = ∑ 𝑥̂𝐿(𝑧𝑖)𝑘
𝑖=1 − (𝑘 − 1)𝑥̅       证毕！ 
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[例3-2] 设  𝑥~𝑁(𝑥̄ 𝑃𝑥), 𝑣~𝑁(0 𝑃𝑣),  两者不相关，如果 

𝑧 = 𝐻𝑥 + 𝑣 (3.1.23) 

试求𝑥的线性最小方差估计。 

[解] 根据线性最小方差估计([定理 3-8]) 

𝑥̂𝐿(𝑧) = 𝑥̄ + 𝑃𝑥𝑧𝑃𝑧
−1(𝑧 − 𝑧̄) 

𝑃𝑥̃𝐿
= 𝑃𝑥 − 𝑃𝑥𝑧𝑃𝑧

−1𝑃𝑧𝑥 
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由(3.1.23)可知𝑧̅ = 𝐻𝑥̅，令   𝑥̆ = 𝑥 − 𝑥̄, z̆ = 𝑧 − 𝑧̅ = 𝐻𝑥̆ + 𝑣   

可得 

𝑃𝑧 = 𝐸[𝑧̆𝑧̆𝑇] = 𝐻𝑃𝑥𝐻𝑇 + 𝑃𝑣 

𝑃𝑥𝑧 = 𝐸( 𝑥̆)(𝑧̆)𝑇 = 𝐸( 𝑥̆)(𝐻𝑥̆ + 𝑣)𝑇 = 𝑃𝑥𝐻 

 因此 

𝑥̂𝐿(𝑧) = 𝑥̄ + 𝑃𝑥𝐻(𝐻𝑃𝑥𝐻𝑇 + 𝑃𝑣)−1(𝐻𝑧 − 𝑧̄) (3.1.24) 
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𝑃𝑥̃𝐿
= 𝑃𝑥 − 𝑃𝑥𝐻(𝐻𝑃𝑥𝐻𝑇 + 𝑃𝑣)−1𝐻𝑇𝑃𝑥 (3.1.25) 

  考虑到 

𝐼 − 𝑃𝑥𝐻(𝐻𝑃𝑥𝐻𝑇 + 𝑃𝑣)−1𝐻 = 𝑃𝑥̃𝐿
𝑃𝑥

−1 

𝑃𝑥𝐻(𝐻𝑃𝑥𝐻𝑇 + 𝑃𝑣)−1𝐻 = 𝐼 − 𝑃𝑥̃𝐿
𝑃𝑥

−1 = 𝑃𝑥̃𝐿
(𝑃𝑥̃𝐿

−1 − 𝑃𝑥
−1) 

将以上两式代入(3.1.24)，可得 

𝑥̂𝐿(𝑧) =  𝑃𝑥̃𝐿
𝑃𝑥

−1𝑥̄ + 𝑃𝑥̃𝐿
(𝑃𝑥̃𝐿

−1 − 𝑃𝑥
−1)𝑧 (3.1.26) 
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 另外应用矩阵求逆引理，由(3.1.25)可知 

𝑃𝑥̃𝐿

−1 = 𝑃𝑥
−1 + 𝐻𝑇𝑃𝑣

−1𝐻 (3.1.27) 

代入(3.1.26)，最后导出 

𝑥̂𝐿(𝑧) =  𝑃𝑥̃𝐿
𝑃𝑥

−1𝑥̄ + 𝑃𝑥̃𝐿
𝐻𝑇𝑃𝑣

−1𝐻𝑧 (3.1.28) 

 (3.1.27)和(3.1.28)即为简化表达的结果。总结起来，𝑥的线

性最小方差估计及协方差矩阵为 

𝑥̂𝐿(𝑧) =  𝑃𝑥̃𝐿
(𝑃𝑥

−1𝑥̄ + 𝐻𝑇𝑃𝑣
−1𝐻𝑧) (3.1.29) 

𝑃𝑥̃𝐿

−1 = 𝑃𝑥
−1 + 𝐻𝑇𝑃𝑣

−1𝐻 (3.1.30) 

以上两式和(3.1.24)与(3.1.25)数学上是等价的。 
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[例3-3] 已知 𝑧 = 𝑥 + 𝑣, 𝑥~𝑁(𝑥̄ 𝜎𝑥
2), 𝑣~𝑁(0 𝜎𝑣

2),  试求𝑥的线

性最小方差估计。 

[解] 由于𝐻 = 1，𝑃𝑣 = 𝜎𝑣
2，所以 

𝐻𝑇𝑃𝑣
−1𝐻 = 𝜎𝑣

−2 

又𝑃𝑥 = 𝜎𝑥
2，由(3.1.30)可知 

𝑃𝑥̃𝐿

−1 = 𝜎𝑥̃𝐿

−2 = 𝜎𝑥
−2 + 𝜎𝑣

−2 
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由(3.1.29)可以求得 

𝑥̂𝐿(𝑧) =
𝜎𝑥

2𝜎𝑣
2

𝜎𝑥
2 + 𝜎𝑣

2
(

1

𝜎𝑥
2

𝑥̅ +
1

𝜎𝑣
2

𝑧) 

⚫ 如果没有任何先验信息，意味着𝜎𝑥
−2 = 0，此时𝑥̂𝐿(𝑧) = 𝑧. 

⚫ 如果量测误差特别大，即𝜎𝑣
−2 → 0  则𝑥̂𝐿(𝑧) = 𝑥̅（称为先验

估计）。 
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[例3-4] 已知𝑧 = ln
1

𝑥
+ 𝑣, 𝑥~𝑈[0  1], 𝑣服从指数分布，即 

𝑓𝑣(𝑣) = {
𝑒−𝑣, 𝑣 ≥ 0
0,             𝑣 < 0

 

假设𝑥与𝑣相互独立  试求𝑥的线性最小方差估计。 

[解] 因为 

𝑥̄ =
1

2
, 𝑓𝑥𝑧(𝑥, 𝑧) = 𝑓𝑧|𝑥(𝑧|𝑥)𝑓𝑥(𝑥), 
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𝑓𝑧|𝑥(𝑧|𝑥) = 𝑓𝑣(𝑧 − ln
1

𝑥
) = {

𝑒−(𝑧−ln
1
𝑥

), 𝑧 − ln
1

𝑥
≥ 0

0,                        𝑧 − ln
1

𝑥
< 0

 

= { 
1

𝑥
𝑒−𝑧 , 𝑥 ≥ 𝑒−𝑧

0,                𝑥 < 𝑒−𝑧
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𝑓𝑥𝑧(𝑥, 𝑧) = 𝑓𝑧|𝑥(𝑧|𝑥)𝑓𝑥(𝑥) = { 
1

𝑥
𝑒−𝑧, 1 ≥ 𝑥 ≥ 𝑒−𝑧

0,                 0 ≤ 𝑥 < 𝑒−𝑧
 

所以 

𝑓𝑧(𝑧) = ∫ 𝑓𝑥𝑧(𝑥, 𝑧)𝑑𝑥
+∞

−∞

= { 
𝑧𝑒−𝑧, 𝑧 ≥ 0
0,                𝑧 < 0

. 

因此 
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𝐸𝑥𝑧 = ∫ ∫ 𝑥𝑧𝑓𝑥𝑧(𝑥, 𝑧)𝑑𝑥𝑑
+∞

−∞

+∞

−∞

𝑧 =
3

4
, 

𝑃𝑥𝑧 = 𝐸(𝑥 − 𝑥̄)(𝑧 − 𝑧̄) =  E𝑥𝑧 − 𝑥̄𝑧̄ = −
1

4
, 

𝑃𝑧 = 𝐸(𝑧 − 𝑧̄)2 = 𝐸𝑧2 − 𝑧̄2 

= ∫ 𝑧2𝑓𝑧(𝑧)𝑑𝑧 − [
+∞

−∞

∫ 𝑧𝑓𝑧(𝑧)𝑑𝑧]2
+∞

−∞

= 6 − 22 = 2. 
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 根据[定理 3-8]，可得 

𝑥𝐿 = 𝑥̄ + 𝑃𝑥𝑧𝑃𝑧
−1(𝑧 − 𝑧̄) 

=
1

2
−

1

4
⋅

1

2
(𝑧 − 2) =

3

4
−

1

8
𝑧 
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注： 

𝑃(𝑍 ≤ 𝑧|𝑋 = 𝑥) = 𝑃 (
1

ln 𝑥 
+ 𝑉 ≤ 𝑧) = 𝑃 (𝑉 ≤ 𝑧 −

1

ln 𝑥 
) 

⇒  𝐹𝑧|𝑥(𝑧|𝑥) = 𝐹𝑣(𝑧 −
1

ln 𝑥
) 

⇒ 𝑓𝑧|𝑥(𝑧|𝑥) = 𝑓𝑣(𝑧 −
1

ln 𝑥 
) 
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3.1.3 极大验后估计 

[定义3-6] 使𝑓(𝑥|𝑧) ⇒ max 的估计称为𝑥的极大验后估计，记

为𝑥̂𝑀𝐴(𝑧)。称 

𝜕 ln 𝑓 (𝑥|𝑧)

𝜕𝑥
|

𝑥=𝑥̂𝑀𝐴

= 0 (3.1.31) 

为验后方程。 
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[定理 3-10] 若(𝑥, 𝑧)服从联合高斯分布，那么 

𝑥̂𝑀𝐴(𝑧) = 𝑥̂𝑀𝑉(𝑧) 。 

[证明]𝑓𝑥|𝑧(𝑥|𝑧) =
1

√(2𝜋)𝑛|𝑃𝑥|𝑧|
exp{−

1

2
(𝑥 − 𝑥|𝑧)𝑇𝑃𝑥|𝑧(𝑥 − 𝑥|𝑧)} 

𝜕 ln 𝑓𝑥|𝑧 (𝑥|𝑧)

𝜕𝑥
= 0 ⇔

1

2
(𝑥 − 𝑥|𝑧)𝑇𝑃𝑥|𝑧(𝑥 − 𝑥|𝑧) ⇒ min 

⇒ 𝑥̂𝑀𝐴(𝑧) = 𝑥̂𝑀𝑉(𝑧) = 𝑥|𝑧. 
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[定理 3-11] 取代价函数为 

𝐿(𝑥̃) = { 
0,    ‖𝑥̃‖ <

𝜀

2
1

𝜀
,    ‖𝑥̃‖ ≥

𝜀

2

  (𝜀 > 0且足够小) 

由此获得的 Bayes 估计𝑥̂𝐵(𝑧)即为𝑥̂𝑀𝐴(𝑧). 

[证明] （参考资料） 
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3.2 极大似然估计(Maximum-Likelihood Estimation) 

[定义3-7] 使似然函数 

Λ(𝑥) = 𝑓(𝑧|𝑥) (3.2.1) 

最大的估计称为𝑥的极大似然估计，记为𝑥̂𝑀𝐿(𝑧). 称 

     
𝜕 ln Λ (𝑥)

𝜕𝑥
|

𝑥=𝑥̂𝑀𝐿

=
𝜕 ln 𝑓 (𝑧|𝑥)

𝜕𝑥
|

𝑥=𝑥̂𝑀𝐿

= 0 (3.2.2) 

为似然方程。 
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[例3-5] 已知𝑧 = ln
1

𝑥
+ 𝑣, 𝑥~𝑈(0  1), 𝑣服从指数分布，即 

𝑓𝑣(𝑣) = {
𝑒−𝑣, 𝑣 ≥ 0
0,              𝑣 < 0

 

假设𝑥与𝑣相互独立，试求𝑥的极大似然估计𝑥̂𝑀𝐿。 

【解】因为 

𝑓𝑧|𝑥(𝑧|𝑥) = 𝑓𝑣 (𝑧 − ln
1

𝑥
) 



Xi’an Jiaotong Univ. Prof. Cai Yuan-Li  

70  

= {
 𝑒−(𝑧−ln

1
𝑥

), 𝑧 − ln
1

𝑥
≥ 0

 0,                        𝑧 − ln
1

𝑥
< 0

 

              = { 
1

𝑥
𝑒−𝑧, 𝑥 ≥ 𝑒−𝑧

0,                 𝑥 < 𝑒−𝑧
 

所以 𝑥̂𝑀𝐿 = 𝑒−𝑧. 
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[定理 3-12] 当对𝑥的验前信息一无所知时  

𝑥̂𝑀𝐿(𝑧) = 𝑥̂𝑀𝐴(𝑧). 

【证明】由 

𝑓𝑧|𝑥(𝑧|𝑥) =
𝑓𝑧𝑥(𝑧, 𝑥)

𝑓𝑥(𝑥)
=

𝑓𝑥|𝑧(𝑥|𝑧)𝑓𝑧(𝑧)

𝑓𝑥(𝑥)
 

可知 
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ln 𝑓𝑧|𝑥 (𝑧|𝑥) = ln 𝑓𝑧|𝑥 (𝑥|𝑧) + ln 𝑓𝑧 (𝑧) − ln 𝑓𝑥 (𝑥) 

当对𝑥的验前信息一无所知时 

𝜕 ln 𝑓𝑥 (𝑥)

𝜕𝑥
= 0 

 因此
𝜕 ln 𝑓𝑧|𝑥(𝑧|𝑥)

𝜕𝑥
=

𝜕 ln 𝑓𝑥|𝑧(𝑥|𝑧)

𝜕𝑥
， 

⇒ 𝑥̂𝑀𝐿(𝑧) = 𝑥̂𝑀𝐴(𝑧). 
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[定理 3-13] (Linear Gaussian Measurement)  

若 

𝑧 = 𝐻𝑥 + 𝑣, 𝑣~𝑁(0, 𝑅) 

则 

𝑥̂𝑀𝐿(𝑧) = (𝐻𝑇𝑅−1𝐻)−1𝐻𝑇𝑅−1𝑧 (3.2.3) 

【证明】 
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𝑓𝑧|𝑥(𝑧|𝑥) = 𝑓𝑣(𝑧 − 𝐻𝑥) 

=
1

√(2𝜋)𝑛|𝑅|
e𝑥p{ −

1

2
𝑣𝑇𝑅−1𝑣}|

𝑣=𝑧−𝐻𝑥

 

=
1

√(2𝜋)𝑛|𝑅|
exp{ −

1

2
(𝑧 − 𝐻𝑥)𝑇𝑅−1(𝑧 − 𝐻𝑥)} 

显然，极大化似然函数相当于 
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𝐽 =
1

2
(𝑧 − 𝐻𝑥)𝑇𝑅−1(𝑧 − 𝐻𝑥) ⇒ min 

由此，有 

𝜕𝐽

𝜕𝑥
= −𝐻𝑇𝑅−1(𝑧 − 𝐻𝑥) = 0. 

当𝐻𝑇𝑅−1𝐻非奇异时，即有 

𝑥̂𝑀𝐿(𝑧) = (𝐻𝑇𝑅−1𝐻)−1𝐻𝑇𝑅−1𝑧. 



Xi’an Jiaotong Univ. Prof. Cai Yuan-Li  

76  

[推论 3-9] 线性量测高斯噪声条件下 

(1) 𝐸𝑥̃𝑀𝐿 = 0(无偏估计) 

(2) 𝑃𝑥̃𝑀𝐿
= (𝐻𝑇𝑅−1𝐻)−1 

(3) 𝑥̂𝑀𝐿 = 𝑃𝑥̃𝑀𝐿
𝐻𝑇𝑅−1𝑧 

Remarks: 

(1) [推论 3-9]中(2)、(3)合称为 Gauss-Markov 估计器； 
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(2) 特别地，𝑃𝑥̃𝑀𝐿
与测量值无关。 

(3) 当𝐻 = 𝐼, 𝑃𝑥̃𝑀𝐿
= 𝑅，此时𝑥̂𝑀𝐿 = 𝑧 ； 

(4) 如果没有先验知识，可以认为𝑥̄ = 0, 𝑃𝑥 → ∞，由线性高斯

量测最小方差估计知 

{
  𝐸[ 𝑥|𝑧] = 𝑥̄ + 𝑃𝑥|𝑧𝐻𝑇𝑅−1(𝑧 − 𝐻𝑥̄)

  𝑃𝑥|𝑧 = 𝑃𝑥̃𝑀𝑉
= (𝑃𝑥

−1 + 𝐻𝑇𝑅−1𝐻)−1 

可见，此时𝐸[ 𝑥|𝑧] → 𝑥̂𝑀𝐿 , 𝑃𝑥̃𝑀𝑉
= 𝑃𝑥̃ML

= (𝐻𝑇𝑅−1𝐻)−1。 
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[例3-6] 设𝑥是服从参数为(𝜇, 𝜎)的正态分布的随机变量，即 

𝑓(𝑥|𝜇, 𝜎) =
1

√2𝜋𝜎2
exp{−

1

2𝜎2
(𝑥 − 𝜇)2}  

假设进行了𝑁次独立的采样，获得了相互独立的𝑥1, 𝑥2, ⋯ , 𝑥𝑁   

试估计参数(𝜇, 𝜎)。 
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[解]根据独立性假设，可知 

Λ(𝜇, 𝜎) = 𝑓(𝑥1, 𝑥2, ⋯ , 𝑥𝑁|𝜇, 𝜎)

=
1

√(2𝜋)𝑁𝜎𝑁
exp{−

1

2𝜎2
∑(𝑥𝑖 − 𝜇)2

𝑁

𝑖=1

  

 根据似然函数极大化条件
𝜕Λ(𝜇,𝜎)

𝜕𝜇
= 0,

𝜕Λ(𝜇,𝜎)

𝜕𝜎
= 0，可得 
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∑(𝑥𝑖 − 𝜇)

𝑁

𝑖=1

= 0, ∑(𝑥𝑖 − 𝜇)2

𝑁

𝑖=1

− 𝑁𝜎2 = 0 

由此可得两个参数的极大似然估计如下： 

𝜇̂ =
1

𝑁
∑ 𝑥𝑖

𝑁

𝑖=1

, 𝜎̂2 =
1

𝑁
∑(𝑥𝑖 − 𝜇)2

𝑁

𝑖=1
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[例3-7] 设估计确定性电压𝑥有两种不同的方案，其一是用两

个昂贵的电压表，它们的测量噪声为𝑁(0,2)；其二是用四

个廉价的电压表，它们的测量噪声为𝑁(0,3.5)。试问哪一

种方案测量到的结果更加可靠？ 

[解] (a)用两个昂贵的电压表时 

𝑧 = [
1
1

] 𝑥 + 𝑣 
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其中，𝑣~𝑁(0, [
2 0
0 2

]). 因此 

𝑃𝑥̃ = (𝐻𝑇𝑅−1𝐻)−1 = [(1,1) [
2 0
0 2

]
−1

[
1
1

]]

−1

= 1. 

(b)用四个廉价电压表时 

𝑧 = [

1
1
1
1

] 𝑥 + 𝑣 
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其中，𝑣~𝑁(0,3.5I). 此时 

P𝑥̃ = (𝐻𝑇𝑅−1𝐻)−1 =
7

8
 

结论：第二个方案更可靠些。 
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Remarks: 

 似然函数比验后概率要容易获得。 

 极大似然估计中，被估计量𝑥可以是随机变量，也可以

是非随机参数。 

 当有先验信息时，极大似然估计的精度不如极大验后估

计。 
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3.2.1 Cramer-Rao Lower Bound 

[定理 3-14] （1）设𝑥̂为确定性量𝑥基于测量𝑧的无偏估计，那

么 

𝑃𝑥̃ ≥ 𝐽𝐹
−1 (3.2.4) 

其中 
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𝐽𝐹 = 𝐸 {[
𝜕 ln Λ (𝑥)

𝜕𝑥
] [

𝜕 ln Λ (𝑥)

𝜕𝑥
]

𝑇

} (3.2.4𝑎) 

= −𝛦 [
𝜕2 ln Λ (𝑥)

𝜕𝑥𝜕𝑥𝑇
] (3.2.4𝑏) 

称为费希尔信息矩阵(Fisher information matrix). 此外，Λ(𝑥) =

𝑓(𝑧|𝑥)。 
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（2）设𝑥̂为随机量𝑥基于量测𝑧的无偏估计，那么 

𝑃𝑥̃ ≥ 𝐿−1 (3.2.5) 

其中 

𝐿 = 𝐸 {[
𝜕 ln 𝑓 (𝑥, 𝑧)

𝜕𝑥
] [

𝜕 ln 𝑓 (𝑥, 𝑧)

𝜕𝑥
]

𝑇

} (3.2.6a) 

= −𝛦 [
𝜕2 ln 𝑓 (𝑥, 𝑧)

𝜕𝑥𝜕𝑥𝑇
] (3.2.6𝑏) 
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称为信息矩阵(information matrix). 

  

下面将针对确定性标量估计情况进行证明，要用到著名的

施瓦尔兹不等式。 
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[引理3-3] (Schwarz Inequality) 设𝑓, 𝑔 ∈ 𝐿2  那么 

{

< 𝑓, 𝑔 >≤ ‖𝑓‖ ⋅ ‖𝑔‖

∫ 𝑓(𝑥)𝑔(𝑥)d𝑥
+∞

−∞

≤ √∫ |𝑓(𝑥)|2𝑑𝑥
+∞

−∞

√∫ |𝑔(𝑥)|2d𝑥
+∞

−∞

(3.2.7) 

(注：在空间解析几何中，一般向量的点积公式为 𝑎⃗ ⋅ 𝑏⃗⃗ ≤ |𝑎⃗||𝑏⃗⃗| ) 
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对于确定性标量估计情况  Λ(𝑥) = 𝑓(𝑧|𝑥). 

𝐸[𝑥̂(𝑧) − 𝑥] = ∫ [𝑥̂(𝑧) − 𝑥]
+∞

−∞

𝑓(𝑧|𝑥)𝑑𝑧 = 0 

⇒  
𝑑

𝑑𝑥
∫ [𝑥̂(𝑧) − 𝑥]

+∞

−∞

𝑓(𝑧|𝑥)𝑑𝑧 = 0 

⇒ − ∫ 𝑓(𝑧|𝑥)𝑑𝑧 +
+∞

−∞

∫ [𝑥̂(𝑧) − 𝑥]
+∞

−∞

𝜕

𝜕𝑥
𝑓(𝑧|𝑥)𝑑𝑧 = 0 
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⇒ ∫ [𝑥̂(𝑧) − 𝑥]
+∞

−∞

𝜕 ln 𝑓 (𝑧|𝑥)

𝜕𝑥
𝑓(𝑧|𝑥)𝑑𝑧 = 1 

根据施瓦尔兹不等式 

⇒ ∫ [𝑥̂(𝑧) − 𝑥]2𝑓(𝑧|𝑥)𝑑𝑧
+∞

−∞

∫ [
𝜕 ln 𝑓 (𝑧|𝑥)

𝜕𝑥
]2𝑓(𝑧|𝑥)𝑑𝑧

+∞

−∞

≥ 1 

⇒ 𝑃𝑥̃ ≥ {𝐸[
𝜕 ln 𝑓 (𝑧|𝑥)

𝜕𝑥
]2}−1 
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由于∫ 𝑓(𝑧|𝑥)𝑑𝑧
+∞

−∞
= 1 ，可导出 

∫
𝜕 ln 𝑓 (𝑧|𝑥)

𝜕𝑥
𝑓(𝑧|𝑥)𝑑𝑧 = 0

+∞

−∞

 

⇒ ∫
𝜕2 ln 𝑓 (𝑧|𝑥)

𝜕𝑥2
𝑓(𝑧|𝑥)𝑑𝑧

+∞

−∞

= − ∫ [
𝜕 ln 𝑓 (𝑧|𝑥)

𝜕𝑥
]2𝑓(𝑧|𝑥)𝑑𝑧

+∞

−∞
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⇒ 𝐸[
𝜕2 ln 𝑓 (𝑧|𝑥)

𝜕𝑥2
] = −𝐸{[

𝜕 ln 𝑓 (𝑧|𝑥)

𝜕𝑥
]2} 
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极大似然估计随着量测样本数𝑁增加，具有许多优良的性质： 

（1） 对于确定性未知量𝑥，当𝑁 → +∞，𝑥̂𝑀𝐿依概率收敛于真值𝑥；（任

何具有该性质的估计称为一致的） 

（2） 极大似然估计是渐进高斯的，即当𝑁 → +∞，𝑥̂𝑀𝐿~𝑁(𝑥, 𝑃𝑥̃); 

（3） 当𝑁 → +∞，极大似然估计𝑥̂𝑀𝐿是有效的（估计误差协方差达到

Cramer-Rao 下界）。 
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3.3 最小二乘估计(Least-square Estimation) 

设𝑥是未知的常值向量，考虑线性量测 

𝑧 = 𝐻𝑥 + 𝑣 (3.3.1) 

其中，𝑣为测量误差或噪声. 我们的问题是基于𝑧求𝑥的最佳估

计𝑥̂。 
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3.3.1 基本最小二乘估计 

[定义3-8] 使指标函数 

𝐽(𝑥̂) = (𝑧 − 𝐻𝑥̂)𝑇(𝑧 − 𝐻𝑥̂) ⇒ min (3.3.2) 

的估计𝑥̂称为𝑥的最小二乘估计，记为𝑥̂𝐿𝑆(𝑧). 
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[定理 3-15]  

(1) 当𝐻𝑇𝐻非奇异时，𝑥̂𝐿𝑆(𝑧) = (𝐻𝑇𝐻)−1𝐻𝑇𝑧.  

(2) 若𝑣为零均值噪声 那么𝐸𝑥̃𝐿𝑆(𝑧) = 0. 

[证明] 由 

𝜕𝐽(𝑥̂)

𝜕𝑥̂
= −2𝐻𝑇(𝑧 − 𝐻𝑥̂) = 0 
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可知 

𝐻𝑇𝐻𝑥̂ = 𝐻𝑇𝑧 

 𝐻𝑇𝐻是方阵，如果非奇异，则 

𝑥̂𝐿𝑆(𝑧) = (𝐻𝑇𝐻)−1𝐻𝑇𝑧 (3.3.3) 

𝐻𝑇𝐻非奇异保证了𝐽(𝑥̂)关于的二阶导数矩阵非负定，说明上式

的确是最优解。 



Xi’an Jiaotong Univ. Prof. Cai Yuan-Li  

99  

将(3.3.1)代入(3.3.3)，得 

𝑥̂𝐿𝑆(𝑧) = 𝑥 + (𝐻𝑇𝐻)−1𝐻𝑇𝑣 

如果 𝐸𝑣 = 0  则 

𝐸𝑥̂𝐿𝑆(𝑧) = 𝑥 

即 

𝐸𝑥̃𝐿𝑆(𝑧) = 0. 
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[例3-8] 用万用表对未知阻值的电阻进行𝑘次测量值，根据含

噪声的𝑘个测量𝑧𝑖(𝑖 = 1,2, ⋯ , 𝑘)对电阻值𝑥进行估计。此时，

𝑥是一个标量，𝑘个含噪声的测量值如下： 

𝑧1 = 𝑥 + 𝑣1 

⋮ 

𝑧𝑘 = 𝑥 + 𝑣𝑘 
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 写成矩阵方程形式 

 [

𝑧1

⋮
𝑧𝑘

] = [
1
⋮
1

] 𝑥 + [

𝑣1

⋮
𝑣𝑘

] 

 由(3.3.3)可得电阻值𝑥的最小二乘估计为 

𝑥̂𝐿𝑆(𝑧) = (𝐻𝑇𝐻)−1𝐻𝑇𝑧 
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= ([1 ⋯ 1] [
1
⋮
1

])

−1

[1 ⋯ 1] [

𝑧1

⋮
𝑧𝑘

] =
1

𝑘
(𝑧1 + 𝑧2 + ⋯ + 𝑧𝑘) 

 

3.3.2 加权最小二乘估计 

在基本最小二乘估计中，假设了对所有的量测值具有相同

的置信度。但在一定的条件下，我们可能对某些测量比其他的
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更有信心。在这种情况下，可以对上一节的结果进行推广，从

而获得加权最小二乘估计。 

 

[定义3-9] 设𝑊是正定对称方阵  使指标函数 

𝐽(𝑥̂) = (𝑧 − 𝐻𝑥̂)𝑇𝑊(𝑧 − 𝐻𝑥̂) (3.3.3) 

最小的估计𝑥̂称为𝑥的加权最小二乘估计，记为𝑥̂𝑊𝐿𝑆(𝑧). 
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[定理 3-16] 当𝐻𝑇𝑊𝐻非奇异 

𝑥̂𝑊𝐿𝑆(𝑧) = (𝐻𝑇𝑊𝐻)−1𝐻𝑇𝑊𝑧 (3.3.4) 

若𝑣为零均值噪声  𝑥̂𝑊𝐿𝑆(𝑧)是𝑥的无偏估计。如果进一步假设

𝑅 = 𝐸[𝑣𝑣𝑇]，那么 

𝑃𝑥̃𝑊𝐿𝑆
= (𝐻𝑇𝑊𝐻)−1𝐻𝑇𝑊𝑅𝑊𝐻(𝐻𝑇𝑊𝐻)−1 (3.3.5) 
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[定理 3-17] (Markov 估计)设𝑣~𝑁(0, 𝑅) (𝑅 > 0)  取𝑊 = 𝑅−1，

那么 

𝑥̂𝑊𝐿𝑆(𝑧) = (𝐻𝑇𝑅−1𝐻)−1𝐻𝑇𝑅−1𝑧 (3.3.6) 

而且此时估计的均方误差最小   

 𝑃𝑥̃𝑊𝐿𝑆
= (𝐻𝑇𝑅−1𝐻)−1 (3.3.7) 
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[证明]将𝑊 = 𝑅−1带入一般的加权最小二乘估计(3.3.4)，即可

得到(3.3.6) . 同时由(3.3.6)可导出(3.3.7) . 此外，根据线性量

测高斯分布情况下的[定理 3-6]，可知 

𝑥̂𝐿 = 𝑃𝑥̃𝐿
(𝑃𝑥

−1𝑥̄ + 𝐻𝑇𝑅−1𝑧) (3.1.13) 

𝑃𝑥̃𝐿

−1 = 𝑃𝑥
−1 + 𝐻𝑇𝑅−1𝐻 (3.1.14) 

在最小二乘估计中，认为没有𝑥的先验信息(𝑃𝑥
−1 = 0)，所以此
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时的最小方差估计为 

𝑥̂𝐿 = 𝑃𝑥̃𝐿𝑀𝑉
𝐻𝑇𝑅−1𝑧 

𝑃𝑥̃𝐿

−1 = 𝐻𝑇𝑅−1𝐻 

与(3.3.6), (3.3.7)是一致的，即说明了此时的加权最小二乘估

计的均方误差最小。证毕！ 
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[例3-9] 在[例 3-8]中，假设𝑣𝑖~𝑁(0, 𝜎𝑖
2)(𝑖 = 1, ⋯ , 𝑘)，同时认

为每次测量是独立进行的，即 

𝑅 = diag(𝜎1
2, ⋯ , 𝜎𝑘

2) 

此时电阻值的最优估计为 

𝑥̂𝑊𝐿𝑆(𝑧) = (𝐻𝑇𝑅−1𝐻)−1𝐻𝑇𝑅−1𝑧 
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= ([1 ⋯ 1] [
𝜎1

2 ⋯ 0
⋮ ⋱ ⋮
0 ⋯ 𝜎𝑘

2
]

−1

 [
1
⋮
1

])

−1

[1 ⋯ 1] [
𝜎1

2 ⋯ 0
⋮ ⋱ ⋮
0 ⋯ 𝜎𝑘

2
]

−1

[

𝑧1

⋮
𝑧𝑘

] 

=
1

∑ 1/𝜎𝑖
2𝑘

𝑖=1

(
𝑧1

𝜎1
2 +

𝑧2

𝜎2
2 + ⋯ +

𝑧𝑘

𝜎𝑘
2) 

可见每次的测量精度作为权重进入了最后的估计，当𝜎𝑖
2 =

𝜎2 (每次测量精度相同)，则退化为[例 3-8]了。 
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3.3.3 递推最小二乘估计 

如果我们持续地进行测量，并希望随着每次新的测量值更新𝑥的估计值，我们

需要不断扩大𝐻矩阵并完全重新计算估计值𝑥̂。当测量的次数变得很大时，计算量

将变得非常大。例如，如果我们每秒测量一次卫星的高度，一小时就要测量 3600

次。显然，随着时间的增加，最小二乘估计的计算量可能很快超过我们的计算资

源。因此，建立递推形式的最小二乘估计是非常有必要的。 
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假设我们已经获得了𝑘时刻的最小二乘估计，即由 

𝑧𝑘 = 𝐻𝑘𝑥 + 𝑣𝑘 (3.3.15) 

得到了加权最小二乘估计 

𝑃𝑘 = (𝐻𝑘
𝑇𝑊𝑘𝐻𝑘)−1 (3.3.16) 

𝑥̂𝑘 = 𝑃𝑘𝐻𝑘
𝑇𝑊𝑘𝑧𝑘 (3.3.17) 

如果现在又获得了𝑘 + 1时刻的量测，即  
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𝑧𝑘+1 = 𝐻𝑘+1𝑥 + 𝑣𝑘+1 (3.3.18) 

综合考虑(3.3.15)和(3.3.18)，加权最小二乘意味着 

([
𝑧𝑘

𝑧𝑘+1
] − [

𝐻𝑘

𝐻𝑘+1
] 𝑥̂𝑘+1)

𝑇

[
𝑊𝑘 0
0 𝑤𝑘+1

] ([
𝑧𝑘

𝑧𝑘+1
] − [

𝐻𝑘

𝐻𝑘+1
] 𝑥̂𝑘+1)

⇒ min 

即为 
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(𝑧𝑘 − 𝐻𝑘𝑥̂𝑘+1)𝑇𝑊𝑘(𝑧𝑘 − 𝐻𝑘𝑥̂𝑘+1)

+ (𝑧𝑘+1 − 𝐻𝑘+1𝑥̂𝑘+1)𝑇𝑤𝑘+1(𝑧𝑘+1 − 𝐻𝑘+1𝑥̂𝑘+1)

⇒ min 

由极值必要条件，可得 

𝐻𝑘
𝑇𝑊𝑘(𝑧𝑘 − 𝐻𝑘𝑥̂𝑘+1) + 𝐻𝑘+1

𝑇 𝑤𝑘+1(𝑧𝑘+1 − 𝐻𝑘+1𝑥̂𝑘+1) = 0 
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⇒  (𝐻𝑘
𝑇𝑊𝑘𝐻𝑘 + 𝐻𝑘+1

𝑇 𝑤𝑘+1𝐻𝑘+1)𝑥̂𝑘+1

= 𝐻𝑘
𝑇𝑊𝑘𝑧𝑘 + 𝐻𝑘+1

𝑇 𝑤𝑘+1𝑧𝑘+1 

⇒  (𝐻𝑘
𝑇𝑊𝑘𝐻𝑘 + 𝐻𝑘+1

𝑇 𝑤𝑘+1𝐻𝑘+1)𝑥̂𝑘+1

= 𝑃𝑘
−1𝑥̂𝑘 + 𝐻𝑘+1

𝑇 𝑤𝑘+1𝑧𝑘+1 (3.3.19)
 

 而由(3.3.16)可知 
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𝑃𝑘+1 = ([
𝐻𝑘

𝐻𝑘+1
]

𝑇

[
𝑊𝑘 0
0 𝑤𝑘+1

] [
𝐻𝑘

𝐻𝑘+1
])

−1

= (𝐻𝑘
𝑇𝑊𝑘𝐻𝑘 + 𝐻𝑘+1

𝑇 𝑤𝑘+1𝐻𝑘+1)−1 

带入(3.3.16)，(3.3.19)化为出 

𝑥̂𝑘+1 = 𝑃𝑘+1(𝑃𝑘
−1𝑥̂𝑘 + 𝐻𝑘+1

𝑇 𝑤𝑘+1𝑧𝑘+1) (3.3.20) 

其中 
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𝑃𝑘+1 = (𝑃𝑘
−1 + 𝐻𝑘+1

𝑇 𝑤𝑘+1𝐻𝑘+1)−1 (3.3.21) 

 (3.3.20)和(3.3.21)一起构成了递推最小二乘估计。如果知

道𝑣𝑘+1~𝑁(0, 𝑅𝑘+1)，可以取𝑤𝑘+1 = 𝑅𝑘+1
−1   此时递推最小二乘

估计算法公式为 

𝑥̂𝑘+1 = 𝑃𝑘+1(𝑃𝑘
−1𝑥̂𝑘 + 𝐻𝑘+1

𝑇 𝑅𝑘+1
−1 𝑧𝑘+1) (3.3.22) 

𝑃𝑘+1
−1 = 𝑃𝑘

−1 + 𝐻𝑘+1
𝑇 𝑅𝑘+1

−1 𝐻𝑘+1 (3.3.23) 
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递推最小二乘估计也有其他等价形式，例如由(3.3.23)可

知 

𝑃𝑘+1𝑃𝑘
−1 = 𝐼 − 𝑃𝑘+1𝐻𝑘+1

𝑇 𝑅𝑘+1
−1 𝐻𝑘+1 (3.3.24) 

代入(3.3.22)，可得如下结构的递推最小二乘估计 

𝑥̂𝑘+1 = 𝑥̂𝑘 + 𝐾𝑘+1[𝑧𝑘+1 − 𝐻𝑘+1𝑥̂𝑘] (3.3.25) 

其中 
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𝐾𝑘+1 = 𝑃𝑘+1𝐻𝑘+1
𝑇 𝑅𝑘+1

−1 (3.3.26) 

由矩阵求逆引理，(3.3.21)可以化为 

𝑃𝑘+1 = 𝑃𝑘 − 𝑃𝑘𝐻𝑘+1
𝑇 (𝑅𝑘+1 + 𝐻𝑘+1𝑃𝑘𝐻𝑘+1

𝑇 )−1𝐻𝑘+1𝑃𝑘 (3.3.27) 

这样可以减小递推计算量。(3.3.25)、(3.3.26)和(3.3.27)构成

了一组完整的递推算法。 

 由(3.3.26)，可得 
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𝑃𝑘+1𝐻𝑘+1
𝑇 = 𝐾𝑘+1𝑅𝑘+1 (3.3.28) 

代入(3.3.27)可知 

𝑃𝑘+1𝐻𝑘+1
𝑇 = 𝑃𝑘𝐻𝑘+1

𝑇

− 𝑃𝑘𝐻𝑘+1
𝑇 (𝑅𝑘+1 + 𝐻𝑘+1𝑃𝑘𝐻𝑘+1

𝑇 )−1𝐻𝑘+1𝑃𝑘𝐻𝑘+1
𝑇  

= 𝑃𝑘𝐻𝑘+1
𝑇 (𝑅𝑘+1 + 𝐻𝑘+1𝑃𝑘𝐻𝑘+1

𝑇 )−1[(𝑅𝑘+1 + 𝐻𝑘+1𝑃𝑘𝐻𝑘+1
𝑇 )

− 𝐻𝑘+1𝑃𝑘𝐻𝑘+1
𝑇 ] 
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= 𝑃𝑘𝐻𝑘+1
𝑇 (𝑅𝑘+1 + 𝐻𝑘+1𝑃𝑘𝐻𝑘+1

𝑇 )−1𝑅𝑘+1 

比较(3.3.24)，可得𝐾𝑘+1的另外一个计算公式 

𝐾𝑘+1 = 𝑃𝑘𝐻𝑘+1
𝑇 (𝑅𝑘+1 + 𝐻𝑘+1𝑃𝑘𝐻𝑘+1

𝑇 )−1 (3.329) 

代入(3.3.27)，可得 

𝑃𝑘+1 = (𝐼 − 𝐾𝑘+1𝐻𝑘+1)𝑃𝑘 (3.3.30) 

(3.3.25)、(3.3.29)和(3.3.30)是另外一组常见的递推公式，
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重写如下： 

𝑥̂𝑘+1 = 𝑥̂𝑘 + 𝐾𝑘+1[𝑧𝑘+1 − 𝐻𝑘+1𝑥̂𝑘] (3.3.25) 

𝐾𝑘+1 = 𝑃𝑘𝐻𝑘+1
𝑇 (𝑅𝑘+1 + 𝐻𝑘+1𝑃𝑘𝐻𝑘+1

𝑇 )−1 (3.329) 

𝑃𝑘+1 = (𝐼 − 𝐾𝑘+1𝐻𝑘+1)𝑃𝑘 (3.3.30) 
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[例3-10] 仍然考虑[例 3-8]中的问题，即用万用表对未知阻值

的电阻进行测量，这里用递推最小二乘估计来求解。𝑘时

刻的量测方程为 

𝑧𝑖 = 𝑥 + 𝑣𝑖 

假设𝑣𝑖~(0, 𝑅𝑖)  𝑅𝑖 = 𝑅. 本问题𝐻𝑘 = 1.  

𝑘 = 0: （给定𝑥̂0, 𝑃0） 
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𝐾1 =
𝑃0

𝑅 + 𝑃0
, 𝑃1 = (1 − 𝐾1)𝑃0 =

𝑅𝑃0

𝑅 + 𝑃0
 

𝑥̂1 = 𝑥̂0 + 𝐾1(𝑧1 − 𝑥̂0) = (1 − 𝐾1)𝑥̂0 + 𝐾1𝑧1

=
𝑅

𝑅 + 𝑃0
𝑥̂0 +

𝑃0

𝑅 + 𝑃0
𝑧1 

𝑘 = 1: 
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𝐾2 =
𝑃1

𝑅 + 𝑃1
=

𝑃0

𝑅 + 2𝑃0
, 𝑃2 = (1 − 𝐾2)𝑃1 =

𝑅𝑃0

𝑅 + 2𝑃0
 

𝑥̂2 = 𝑥̂1 + 𝐾2(𝑧2 − 𝑥̂1) =
𝑅 + 𝑃0

𝑅 + 2𝑃0
𝑥̂1 +

𝑃0

𝑅 + 2𝑃0
𝑧2 

一般地𝑘 ≥ 1 

𝐾𝑘 =
𝑃𝑘−1

𝑅 + 𝑃𝑘−1
=

𝑃0

𝑅 + 𝑘𝑃0
, 𝑃𝑘 =

𝑅𝑃0

𝑅 + 𝑘𝑃0
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𝑥̂𝑘 = 𝑥̂𝑘−1 + 𝐾𝑘(𝑧𝑘 − 𝑥̂𝑘−1) = (1 − 𝐾𝑘)𝑥̂𝑘−1 + 𝐾𝑘𝑧𝑘 

=
𝑅 + (𝑘 − 1)𝑃0

𝑅 + 𝑘𝑃0
𝑥̂𝑘−1 +

𝑃0

𝑅 + 𝑘𝑃0
𝑧𝑘 

我们分三种初始条件讨论： 

(1) 𝑥̂0 = 𝑥̅0, 𝑃0 = 0.  

𝐾𝑘 = 0:  𝑥̂𝑘 = 𝑥̂𝑘−1 = ⋯ = 𝑥̅0 
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说明无需量测。 

(2) 𝑅 = +∞. 

𝐾𝑘 = 0:  𝑥̂𝑘 = 𝑥̂𝑘−1 = ⋯ = 𝑥̅0 

说明量测不能带来任何有意义信息。 

(3) 𝑥̂0 = 𝑥̅0, 𝑃0 = +∞. 
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𝐾𝑘 =
1

𝑘
: 𝑥̂𝑘 =

𝑘 − 1

𝑘
𝑥̂𝑘−1 +

1

𝑘
𝑧𝑘 =

1

𝑘
[(𝑘 − 1)𝑥̂𝑘−1 + 𝑧𝑘] 

说明电阻值的最优估计就是量测值的几何平均，即 

𝑥̂𝑘 =
1

𝑘
∑ 𝑧𝑖

𝑘

𝑖=1

=
1

𝑘
[(𝑘 − 1)

1

𝑘 − 1
∑ 𝑧𝑖

𝑘−1

𝑖=1

+ 𝑧𝑘]

=
1

𝑘
[(𝑘 − 1)𝑥̂𝑘−1 + 𝑧𝑘] 
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Remarks: 

◼ 最小二乘估计不需要任何统计信息，但精度较低。适用于确定量

或变化规律确定的量之估计。 

◼ 在递推最小二乘估计中，初始估计可取为零、初始𝑃0矩阵可取为

元素足够大的对角线阵。若干步后，初值的影响就会逐渐消失。 

◼ 滑动窗技术与遗忘因子法是工程中有效的改进算法。 
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3.4 本章小结（𝒛 = 𝑯𝒙 + 𝒗） 

(1) 最小二乘估计; 

(2) 线性最小方差估计; 

(3) 最小方差估计; 

(4) 极大似然估计; 

(5) 极大验后估计. 

Q & A


