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1 离散时间随机系统基本分析 『线性最优滤波理论』

1. 离散时间随机系统基本分析

1.1 数学描述

考虑如下系统：

xk+1 = Φk+1,kxk +Ψk+1,kuk + Γkwk (1)
yk+1 = Hk+1xk+1 + vk+1 (2)

其中：

• uk 为控制信号，是确定性输入；

• wk 称为系统的过程噪声，有时又称为模型噪声，假设为均值为零的高
斯不相关噪声序列;
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• vk+1 称为系统的量测噪声，同样假设它是均值为零的高斯不相关噪声
序列.

1.2 基本假设

关于过程噪声

E[wk] = 0

cov[wk, wj] = Qkδkj

其中，Qk ≥ 0;
关于量测噪声

E[vk] = 0

cov[vk, vj] = Rkδkj
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其中，Rk > 0 ；

假设系统的初始状态 x0 也是高斯分布的随机矢量，即 x0 ∼ N(m0, P0).

Ex0 = m0 (3)
cov[x0] = P0 (4)

进一步还假设

cov[wk, vj+1] = 0, ∀k, j ≥ 0 (5)
cov[wk, x0] = 0, ∀k ≥ 0 (6)

cov[vk+1, x0] = 0, ∀k ≥ 0 (7)
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1.3 统计分析

考虑到（为书写方便，下式中暂时认为 uk = 0）

xk = Φk,k−1xk−1 + Γk−1wk−1

= Φk,k−1Φk−1,k−2xk−2 + Φk,k−1Γk−2wk−2 + Γk−1wk−1

...

= Φk,0x0 +
k∑

i=1

Φk,iΓi−1wi−1

其中, Φk,0 = Φk,k−1Φk−1,k−2 · · ·Φ1,0. 而

yk = Hkxk + vk

由此可知，xk 与 yk 也是高斯随机矢量.
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当 k < j 时，有

E < xk, wj >= 0 (8)
E < yk, vj >= 0 (9)

状态均值传播方程

xk+1 = Φk+1,kxk +Ψk+1,kuk (10)
x0 = m0 (11)

状态方差传播方程

因为
xk+1 − xk+1 = Φk+1,k[xk − xk)] + Γk[wk − wk]
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所以

Pk+1 = E[xk+1 − xk+1][xk+1 − xk+1]
T

= Φk+1,kPkΦ
T
k+1,k + ΓkQkΓ

T
k

+Φk+1,k[xk − xk][wk − wk]TΓ
T
k

+Γk[wk − wk][xk − xk]TΦ
T
k+1,k

考虑到 (8)，最后可得

Pk+1 = Φk+1,kPkΦ
T
k+1,k + ΓkQkΓ

T
k (12)

记
Pk,j = cov[xk, xj]
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当 k ≥ j 时，因为

xk = Φk,jxj +
k∑

i=j+1

Φk,iΓi−1wi−1

⇒
x̄k = Φk,jx̄j

x̊k = Φk,jx̊j +
∑k

i=j+1 Φk,iΓi−1wi−1

Pk,j = Ex̊kx̊
T
j = Φk,jEx̊jx̊

T
j = Φk,jPj,j = Φk,jPj

所以

Pk,j =

{
Φk,jPj if k ≥ j

PkΦ
T
j,k if k < j

(13)
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2. 状态估计基本引理

根据前面介绍的静态估计理论，不难建立下述四个结论.

Lemma 2.1 基于量测序列 yj ≜ [yT
1 , y

T
2 , · · · , yT

j ]
T 对状态 xk 的最小方差估

计为条件均值
x̂k|j = E[xk|yj]

此外，该估计是无偏的.
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Lemma 2.2 若待估计量 xk（简记为 x）与量测序列 yj（简记为 y）的联合
分布是高斯的，那么

E(x|y) = x̂ = x+ PxyP
−1
y (y − y)

式中, Pxy = cov(x, y), Py = var(y).

注: 如果没有高斯分布假设条件，我们有（线性最小方差估计）

x̂L = x̄+ PxyP
−1
y (y − ȳ)

Lemma 2.3 若对估计量 x 有两组相互 独立的 量测 y 与 z，而且 (x, y, z)

的联合分布是高斯的，那么

x̂ = E(x|y, z) = E(x|y) + E(x|z)− x
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注：线性最小方差估计有类似结论

x̂L(y, z) = x̂L(y) + x̂L(z)− x̄

Lemma 2.4 在上述引理 3 中，若量测 y 与 z 相关，那么

x̂ = E(x|y, z) = E(x|y, z̃) = E(x|y) + E(x|z̃)− x

其中

z̃ = z − E(z|y) = z − z − PzyP
−1
y (y − y)

而且 Ez̃ = 0, cov(z̃, y) = 0.
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注：对于线性最小方差估计，无需高斯分布假设，有

x̂L(y, z) = x̂L(y, z̃) = x̂L(y) + x̂L(z̃)− x̄

引理 4 证明
记 v = x− x̄− PxyP

−1
y [y − ȳ]− Pxz̃P

−1
z̃ z̃, 那么

Ev = 0

cov[v, y] = Pxy − PxyP
−1
y Py − Pxz̃P

−1
z̃ Pz̃y = 0

cov[v, z̃] = Pxz̃ − PxyP
−1
y Pyz̃ − Pxz̃P

−1
z̃ Pz̃ = 0

由此可知 {v, y, z̃} 三者是相互独立的高斯型随机量，现进行如下变换：

x = v + x̄+ PxyP
−1
y [y − ȳ] + Pxz̃P

−1
z̃ z̃

z = z̄ + PzyP
−1
y [y − ȳ] + z̃

y = y
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f(x, z, y) = f(v, z̃, y)

∣∣∣∣∂(x, z, y)∂(v, z̃, y)

∣∣∣∣ = f(v)f(z̃)f(y)

其中

∣∣∣∣∂(x, z, y)∂(v, z̃, y)

∣∣∣∣ = det


∂x
∂v

∂x
∂z̃

∂x
∂y

∂z
∂v

∂z
∂z̃

∂z
∂y

∂y
∂v

∂y
∂z̃

∂y
∂y

 = det

 I Pxz̃P
−1
z̃ PxyP

−1
y

0 I PzyP
−1
y

0 0 I

 = 1

f(x|z, y) =
f(x, z, y)

f(z, y)
=

f(v, z̃, y)

f(z, y)
=

f(v)f(z̃)

f(z|y)

= f(v) =
1√

(2π)n|Pv|
exp[−1

2
vTP−1

v v]
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其中, v = x− x̄− PxyP
−1
y [y − ȳ]− Pxz̃P

−1
z̃ z̃.

从而可知：

x̂ = E[x|z, y] = x̄+ PxyP
−1
y [y − ȳ] + Pxz̃P

−1
z̃ z̃

即 x̂ = E[x|y] + E[x|z̃]− x̄ = E[x|y, z̃]. ■
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3. 卡尔曼滤波算法

一般状态最优估计问题可以描述为

x̂t|k = E[xt|y1, y2, · · · , yk] = E[xt|yk]

可分为三类子问题：

⋄ t < k : 平滑;

⋄ t = k : 滤波;

⋄ t > k : 预测.
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3.1 一步预测（时间修正）

Time Updating

x̂k+1|k = E[xk+1|yk] = E[Φk+1,kxk +Ψk+1,kuk + Γkwk|yk]

即

x̂k+1|k = Φk+1,kx̂k|k +Ψk+1,kuk (14)
Pk+1|k = Ex̃k+1|kx̃

T
k+1|k = Φk+1,kPk|kΦ

T
k+1,k + ΓkQkΓ

T
k (15)

以上两式表明，只要知道 x̂k|k 和 Pk|k, 便可求出 x̂k+1|k 和 Pk+1|k.
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3.2 新息（innovation, new information）

新息定义为

ỹk+1 = ỹk+1|k = yk+1 − E[yk+1|yk]

= yk+1 − E[Hk+1xk+1 + vk+1|yk]

= yk+1 −Hk+1x̂k+1|k (16)
= Hk+1x̃k+1|k + vk+1

Pỹk+1
= Hk+1Pk+1|kH

T
k+1 +Rk+1 (17)
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⇒ Eỹk = 0, ∀k > 0;

Eỹkỹ
T
j = 0, ∀k ̸= j > 0.

结论：新息序列是均值为零的高斯独立随机序列.
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3.3 量测修正 (Measurement Updating)

x̂k+1|k+1 = E[xk+1|yk+1] = E[xk+1|yk, ỹk+1](此时 < yk, ỹk+1 >= 0)

x̂k+1|k+1 = x̂k+1|k + cov[xk+1, ỹk+1] var−1[ỹk+1]︸ ︷︷ ︸
Kk+1

[ỹk+1 − Eỹk+1]

x̂k+1|k+1 = x̂k+1|k +Kk+1 [yk+1 −Hk+1x̂k+1|k]︸ ︷︷ ︸
new information

(18)
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3.4 卡尔曼滤波增益 (Kalman Gain)

Kk+1 = cov[xk+1, ỹk+1] var−1[ỹk+1]

cov[xk+1, ỹk+1] = E[xk+1 − x̄k+1]ỹ
T
k+1

= E[x̃k+1|k + x̂k+1|k − x̄k+1][Hk+1x̃k+1|k + vk+1]
T

= Pk+1|kH
T
k+1

var[ỹk+1] = Hk+1Pk+1|kH
T
k+1 +Rk+1

Kk+1 = Pk+1|kH
T
k+1[Hk+1Pk+1|kH

T
k+1 +Rk+1]

−1 (19)
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3.5 滤波方差 (Filtering Covariance)

x̃k+1|k+1 = xk+1 − x̂k+1|k+1 = x̃k+1|k −Kk+1[Hk+1x̃k+1|k + vk+1]

= [I −Kk+1Hk+1]x̃k+1|k −Kk+1vk+1
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⇒ Pk+1|k+1 = [I −Kk+1Hk+1]Pk+1|k[I −Kk+1Hk+1]
T +Kk+1Rk+1K

T
k+1

= [I −Kk+1Hk+1]Pk+1|k − Pk+1|kH
T
k+1K

T
k+1

+Kk+1Hk+1Pk+1|kH
T
k+1K

T
k+1 +Kk+1Rk+1K

T
k+1︸ ︷︷ ︸

= [I −Kk+1Hk+1]Pk+1|k − Pk+1|kH
T
k+1K

T
k+1

+Kk+1[Hk+1Pk+1|kH
T
k+1 +Rk+1]︸ ︷︷ ︸KT

k+1

= [I −Kk+1Hk+1]Pk+1|k −Pk+1|kH
T
k+1K

T
k+1 + Pk+1|kH

T
k+1K

T
k+1︸ ︷︷ ︸

=0

⇒ Pk+1|k+1 = [I −Kk+1Hk+1]Pk+1|k (20)
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3.6 初始化 (Initial Filtering)

E[x̃k+1|k+1] = E[xk+1 − x̂k+1|k+1]

= Φk+1,kExk − E{x̂k+1|k +Kk+1[yk+1 −Hk+1x̂k+1|k]}
= Φk+1,kEx̃k|k −Kk+1Hk+1Φk+1,kEx̃k|k

可以发现，为了保证估计的无偏性，要求

x̂0|0 = Ex0 = x̄0 = m0 (21)
P0|0 = var[x0] = P0 (22)

3.7 卡尔曼滤波算法
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Table 1: 卡尔曼滤波算法
系统方程 xk+1 = Φk+1,kxk +Ψk+1,kuk + Γkwk

yk+1 = Hk+1xk+1 + vk+1

滤波初值 x̂0|0 = Ex0 = m0

P0|0 = var[x0] = P0

一步预测 x̂k+1|k = Φk+1,kx̂k|k +Ψk+1,kuk

Pk+1|k = Φk+1,kPk|kΦ
T
k+1,k + ΓkQkΓ

T
k

量测修正 Kk+1 = Pk+1|kH
T
k+1[Hk+1Pk+1|kH

T
k+1 +Rk+1]

−1

x̂k+1|k+1 = x̂k+1|k +Kk+1[yk+1 −Hk+1x̂k+1|k]

Pk+1|k+1 = [I −Kk+1Hk+1]Pk+1|k
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3.8 最优滤波等价公式 (Alternative Formula)

将滤波公式整理为

x̂k+1|k+1 = [I −Kk+1Hk+1]x̂k+1|k +Kk+1yk+1

应用矩阵求逆引理

A1A2(A3A1A2 + A4)
−1 = (A−1

1 + A2A
−1
4 A3)

−1A2A
−1
4

改写卡尔曼滤波增益

Kk+1 = Pk+1|kH
T
k+1[Hk+1Pk+1|kH

T
k+1 +Rk+1]

−1

= [P−1
k+1|k +HT

k+1R
−1
k+1Hk+1]

−1HT
k+1R

−1
k+1 (23)

Prof. Yuan-Li Cai 25/72 Xi’an Jiaotong University

mailto:xjtu001@qq.com


3 卡尔曼滤波算法 『线性最优滤波理论』

I −Kk+1Hk+1 = [P−1
k+1|k +HT

k+1R
−1
k+1Hk+1]

−1

·{[P−1
k+1|k +HT

k+1R
−1
k+1Hk+1]−HT

k+1R
−1
k+1Hk+1︸ ︷︷ ︸}

= [P−1
k+1|k +HT

k+1R
−1
k+1Hk+1]

−1P−1
k+1|k

Pk+1|k+1 = [I −Kk+1Hk+1]Pk+1|k

= [P−1
k+1|k +HT

k+1R
−1
k+1Hk+1]

−1

由上式及 (23) 式可得

Pk+1|k+1 = [P−1
k+1|k +HT

k+1R
−1
k+1Hk+1]

−1 (24)
Kk+1 = Pk+1|k+1H

T
k+1R

−1
k+1 (25)
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Table 2: 卡尔曼滤波算法 II
系统方程 xk+1 = Φk+1,kxk +Ψk+1,kuk + Γkwk

yk+1 = Hk+1xk+1 + vk+1

滤波初值 x̂0|0 = Ex0 = m0

P0|0 = var[x0] = P0

时间修正 x̂k+1|k = Φk+1,kx̂k|k +Ψk+1,kuk

Pk+1|k = Φk+1,kPk|kΦ
T
k+1,k + ΓkQkΓ

T
k

量测修正 Pk+1|k+1 = [P−1
k+1|k +HT

k+1R
−1
k+1Hk+1]

−1

Kk+1 = Pk+1|k+1H
T
k+1R

−1
k+1

x̂k+1|k+1 = x̂k+1|k +Kk+1[yk+1 −Hk+1x̂k+1|k]
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4. 两个范例

Example 4.1 考虑如下标量线性定常系统：

xk+1 = axk + wk

yk+1 = xk+1 + vk+1

其中，a 为常数; {wk} 及 {vk} 均为零均值白噪声序列，与 x0 不相关，而
且

Ewkwj = qδkj, Evkvj = rδkj

求 x̂k|k 的递推计算方程。
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[Solution] 本问题中, Φk+1,k = a,Γk = 1, uk = 0, 因此滤波方程如下：

(0) x̂0|0 = x̄0, P0|0 = P0;

（1）x̂k+1|k = ax̂k|k;

(2) Pk+1|k = Φk+1,kPk|kΦ
T
k+1,k + ΓkQkΓ

T
k = a2Pk|k + q;

(3) Kk+1 = Pk+1|kH
T
k+1[Hk+1Pk+1|kH

T
k+1 + Rk+1]

−1 = Pk+1|k(Pk+1|k +

r)−1 =
Pk+1|k

Pk+1|k+r
;

(4) x̂k+1|k+1 = x̂k+1|k + Kk+1[yk+1 − Hk+1x̂k+1|k] = (1 − Kk+1)x̂k+1|k +

Kk+1yk+1;

(5) Pk+1|k+1 = [I − Kk+1Hk+1]Pk+1|k = (1 − Kk+1)Pk+1|k =
rPk+1|k
Pk+1|k+r

=

rKk+1;

简单讨论：

♡ 当 r = 0, Kk+1 = 1, Pk+1|k+1 = 0, x̂k+1|k+1 = yk+1, 说明量测是完备
的;
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♡ 当 r → +∞, Kk+1 = 0, Pk+1|k+1 = Pk+1|k, x̂k+1|k+1 = x̂K+1|k，说明量
测没有带来任何信息;

♡ 一般情况地，0 < Kk+1 < 1, Pk+1|k+1 < Pk+1|k, Pk+1|k+1 < r, 说明滤
波精度高于预测精度，滤波精度受限于量测精度;

♡ 不稳定的系统 (a > 1) 和建模不确定性 (q > 0) 不利于预报，间接影
响滤波性能。

Example 4.2 如图1所示，设飞行目标沿视线向雷达作均加速度 (a =

1m/s2) 运动，雷达每一个周期 (T = 1s) 测量一次目标相对距离。根据测
量数据，求飞行目标相对雷达的距离及相对速度的递推估计。
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Figure 1: 雷达距离测量示意图

[Solution] 设目标与雷达的相对距离为 r, 那么

d2r

dt2 = −a
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令 x1 = r, x2 = ṙ，上述运动方程可以表示为状态方程形式

ẋ1 = x2

ẋ2 = −a

写成向量方程形式

ẋ = Ax+Bu

其中

x =

[
x1

x2

]
, A =

[
0 1

0 0

]
, B =

[
0

−1

]
, u = a
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容易求出系统的转移矩阵为

Φ(t, t0) = eA(t−t0) =

[
1 t− t0
0 1

]
取采样周期 T = tk+1 − tk = 1s 进行离散化，可导出

xk+1 = Φk+1,kxk + Γkuk

其中

xk =

[
rk
ṙk

]
, Φk+1,k =

[
1 1

0 1

]
, Γk =

[
−0.5

−1

]
, uk = a

由于雷达直接测量相对距离，因此量测方程为

yk+1 = Hk+1xk+1 + vk+1
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其中, Hk+1 = [1, 0]。进一步假设

Evk = 0, Ev2k = Rk = 1.

x̂0|0 = Ex0 =

[
95

1

]
, P0|0 = P0 =

[
10 0

0 1

]
.

按 a = 1m/s2, 真实的初始距离和速度分别为 r0 = 100m, ṙ0 = 0m/s,
可计算出目标不同时刻的距离和速度，见表4。其中，yk 表示雷达实际测量
值。

根据本章介绍的卡尔曼滤波，可递推估计出目标相对雷达的距离和速
度，见表4。其中还给出了对应的滤波协方差。

下面给出 x̂1|1 计算过程。
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Table 3: 目标实际飞行数据及测量数据
k 0 1 2 3 4 5 6
rk 100.0 99.5 98.0 95.5 92.0 87.5 82.0
ṙk 0.0 -1.0 -2.0 -3.0 -4.0 -5.0 -6.0
yk 100.0 97.8 94.4 92.7 87.3 82.1

Table 4: 目标距离及速度滤波数据
k 0 1 2 3 4 5 6
r̂k 95.0 99.6 98.4 95.3 92.6 87.9 82.4
ˆ̇rk 1.0 0.36 -1.2 -2.3 -3.25 -4.6 -5.7

P11(k|k) 10.0 0.88 0.66 0.66 0.62 0.56 0.50
P22(k|k) 1.0 0.92 0.57 0.30 0.16 0.10 0.06
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（1）一步预测：

x̂1|0 = Φ1|0x̂0|0 + Γ0u0 =

[
1 1

0 1

][
95

1

]
+

[
−0.5

−1.0

]
=

[
95.5

0

]

（2）一步预测协方差：(Qk = 0, ∀k ≥ 0)

P1|0 = Φ1|0P0|0Φ
T
1|0 =

[
1 1

0 1

][
10 0

0 1

][
1 0

1 1

]
=

[
11 1

1 1

]
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（3）卡尔曼滤波增益：

K1 = P1|0H
T
1 (H1P1|0H

T
1 +R1)

−1

=

[
11 1

1 1

][
1

0

](
[1, 0]

[
11 1

1 1

][
1

0

]
+ 1

)−1

=

[
11/12

1/12

]
=

[
0.92

0.08

]

(4) 量测修正：

x̂1|1 = x̂1|0 +K1(y1 −H1x̂1|0) =

[
95.5

0

]
+

[
0.92

0.08

]
(100.0− 95.5) =

[
99.64

0.36

]
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（5）滤波协方差：

P1|1 = (I −K1H1)P1|0 =

([
1 0

0 1

]
−

[
0.92

0.08

]
[1, 0]

)[
11 1

1 1

]

=

[
0.08 0

−0.08 1

][
11 1

1 1

]
=

[
0.88 0.10

0.10 0.92

]

■

♠ 在实际应用中，在考察 x̂i(k|k) ∼ k 的时候，同时考察对应的
±3
√
Pii(k|k) ∼ k 变化，对于把握状态滤波具有重要的直观意义。

□
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5. 相关噪声与成形滤波器

在标准卡尔曼滤波算法中，假设过程噪声、量测噪声都是不相关的随
机序列，而且认为两者也是互不相关的. 存在如下三种可能的情况：

♠ 过程噪声与量测噪声互相关；

♠ 过程噪声是有色噪声；

♠ 量测噪声是有色噪声.

此时，需要对标准卡尔曼滤波算法进行必要改造。
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5.1 过程噪声与量测噪声互相关

考察状态方程和量测方程

xk+1 = Φk+1,kxk +Ψk+1,kuk + Γkwk

yk+1 = Hk+1xk+1 + vk+1

当过程噪声与量测噪声是互相关随机序列时，这里是指

Ewkv
T
j = Ckδkj (26)

式中，Ck ̸= 0.
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问题描述何毓琦（Y C Ho）方法

实施等效变换

xk+1 = Φk+1,kxk +Ψk+1,kuk + Γkwk + Jk[yk −Hkxk − vk]

= [Φk+1,k − JkHk]︸ ︷︷ ︸
Φ∗

k+1,k

xk +Ψk+1,kuk + Jkyk︸ ︷︷ ︸
u∗
k

+Γkwk − Jkvk︸ ︷︷ ︸
w∗

k

如果取 Jk = ΓkCkR
−1
k , 那么 E< w∗

k, vk > = E{[Γkwk − Jkvk]v
T
k ]} = 0.

等效系统

xk+1 = Φ∗
k+1,kxk + u∗

k + w∗
k (27)

yk+1 = Hk+1xk+1 + vk+1 (28)
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式中:
Φ∗

k+1,k = Φk+1,k − JkHk

u∗
k = Ψk+1,kuk + Jkyk

w∗
k = Γkwk − Jkvk

而且
Ew∗

k = ΓkEwk − JkEvk = 0

Q∗
k = var(w∗

k) = ΓkQkΓ
T
k − JkC

T
k Γ

T
k

Ew∗
kv

T
k = 0, Ew∗

kx
T
0 = 0

一步预测相关计算

观察等效系统，可见仅一步预测计算需要修正。

Prof. Yuan-Li Cai 42/72 Xi’an Jiaotong University

mailto:xjtu001@qq.com


5 相关噪声与成形滤波器 『线性最优滤波理论』

x̂k+1|k = Φ∗
k+1,kx̂k|k + u∗

k (29)
= Φk+1,kx̂k|k +Ψk+1,kuk + Jk[yk −Hkx̂k|k]

Pk+1|k = Φ∗
k+1,kPk|kΦ

∗T
k+1,k +Q∗

k (30)
= [Φk+1,k − JkHk]Pk|k[Φk+1,k − JkHk]

T + ΓkQkΓ
T
k − JkC

T
k Γ

T
k

如预期的那样，当 Ck = Ewkv
T
k = 0 时，滤波算法退化为标准卡尔曼滤

波算法. 过程噪声与量测噪声互相关时的卡尔曼滤波算法汇总见表5.
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Table 5: 过程噪声与量测噪声互相关时的卡尔曼滤波算法
状态方程 xk+1 = Φk+1,kxk +Ψk+1,kuk + Γkwk

量测方程 yk+1 = Hk+1xk+1 + vk+1

滤波初值 x̂0|0 = Ex0 = m0

P0|0 = var[x0] = P0

辅助增益 Jk = ΓkCkR
−1
k , 其中 Ck = Ewkv

T
k

一步预测 x̂k+1|k = Φk+1,kx̂k|k +Ψk+1,kuk + Jk[yk −Hkx̂k|k]

Pk+1|k = [Φk+1,k − JkHk]Pk|k[Φk+1,k − JkHk]
T + ΓkQkΓ

T
k − JkC

T
k Γ

T
k

滤波增益 Kk+1 = Pk+1|kH
T
k+1[Hk+1Pk+1|kH

T
k+1 +Rk+1]

−1

滤波计算 x̂k+1|k+1 = x̂k+1|k +Kk+1[yk+1 −Hk+1x̂k+1|k]

Pk+1|k+1 = [I −Kk+1Hk+1]Pk+1|k
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5.2 基于一步预测的滤波算法

将 x̂k|k 带入一步预测

x̂k+1|k = Φk+1,k[x̂k|k−1 +Kk(yk −Hkx̂k|k−1)]

+Ψk+1,kuk + Jk{yk −Hk[x̂k|k−1 +Kk(yk −Hkx̂k|k−1)]}
= Φk+1,kx̂k|k−1 +Ψk+1,kuk

+(Φk+1,kKk + Jk − JkHkKk)︸ ︷︷ ︸
≜K−

k

(yk −Hkx̂k|k−1)
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将 Kk 代入修正卡尔曼增益 K−
k , 即

K−
k = Φk+1,kKk + Jk − JkHkKk

= {Φk+1,kPk|k−1H
T
k + Jk[HkPk|k−1H

T
k +Rk]− JkHkPk|k−1H

T
k }

×[HkPk|k−1H
T
k +Rk]

−1

= [Φk+1,kPk|k−1H
T
k + JkRk][HkPk|k−1H

T
k +Rk]

−1

= [Φk+1,kPk|k−1H
T
k + ΓkCk][HkPk|k−1H

T
k +Rk]

−1

一步预测与预测误差

一步预测方程可以改写为

x̂k+1|k = Φk+1,kx̂k|k−1 +Ψk+1,kuk +K−
k (yk −Hkx̂k|k−1) (31)

K−
k = [Φk+1,kPk|k−1H

T
k + ΓkCk][HkPk|k−1H

T
k +Rk]

−1 (32)
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考虑到

x̃k+1|k = xk+1 − x̂k+1|k

= Φk+1,kxk +Ψk+1,kuk + Γkwk

−Φk+1,kx̂k|k−1 −Ψk+1,kuk −K−
k (yk −Hkx̂k|k−1)

即
x̃k+1|k = [Φk+1,k −K−

k Hk]x̃k|k−1 + Γkwk −K−
k vk

一步预测方差
由于 Ex̃k+1|k = 0，因此

Pk+1|k = Ex̃k+1|kx̃
T
k+1|k

= [Φk+1,k −K−
k Hk]Pk|k−1[Φk+1,k −K−

k Hk]
T

+ΓkQkΓ
T
k +K−

k RkK
−T
k − ΓkCkK

−T
k −K−

k C
T
k Γ

T
k (33)

噪声互相关一步预测滤波算法见表6.
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Table 6: 噪声互相关一步预测滤波算法
系统方程 xk+1 = Φk+1,kxk +Ψk+1,kuk + Γkwk

yk+1 = Hk+1xk+1 + vk+1

滤波初值 x̂0|0 = Ex0 = m0

P0|0 = var[x0] = P0

辅助增益 Jk = ΓkCkR
−1
k , 其中 Ck = Ewkv

T
k

一步预测滤波 K−
k = [Φk+1,kPk|k−1H

T
k + ΓkCk][HkPk|k−1H

T
k +Rk]

−1

x̂k+1|k = Φk+1,kx̂k|k−1 +Ψk+1,kuk +K−
k (yk −Hkx̂k|k−1)

Pk+1|k = [Φk+1,k −K−
k Hk]Pk|k−1[Φk+1,k −K−

k Hk]
T

+ΓkQkΓ
T
k +K−

k RkK
−T
k − ΓkCkK

−T
k −K−

k CT
k Γ

T
k

辅助输出 Kk+1 = Pk+1|kH
T
k+1[Hk+1Pk+1|kH

T
k+1 +Rk+1]

−1

x̂k+1|k+1 = x̂k+1|k +Kk+1[yk+1 −Hk+1x̂k+1|k]

Pk+1|k+1 = [I −Kk+1Hk+1]Pk+1|k
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5.3 有色过程噪声

系统模型简化与假设
不失一般性，不考虑控制信号的作用，此时系统模型可以描述为

xk+1 = Φk+1,kxk + Γkwk (34)
yk+1 = Hk+1xk+1 + vk+1 (35)

假设量测噪声是白噪声，即 vk+1 ∼ (0, R); x0 ∼ (x̄0, P0); x0, wk, vk 是互不
相关的.

有色过程噪声是指

Ewkw
T
k = Q ≥ 0 (36)

Ewkw
T
j ̸= 0, for some k ̸= j (37)
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一般地，如果噪声序列 wk 的谱密度 Φw(ω) 不为常数，那么就称为有色噪
声。

成形滤波器（Shaping Filter）

根据谱分解定理，有色噪声序列一般可以看作白噪声序列通过合适的
线性定常系统（成形滤波器）的输出.

假设成形滤波器的输入为白噪声 ws
k, 那么

xs
k+1 = Asxs

k + Csws
k (38)

wk = Hsxs
k +Dsws

k (39)

有色噪声序列 {wk} 的相关性质完全由成形滤波器参数 {As, Cs, Hs, Ds}
确定.
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等价系统 [
xk+1

xs
k+1

]
︸ ︷︷ ︸

x∗
k+1

=

[
Φk+1,k ΓkH

s

0 As

]
︸ ︷︷ ︸

Φ∗
k+1,k

[
xk

xs
k

]
︸ ︷︷ ︸

x∗
k

+

[
ΓkD

s

Cs

]
︸ ︷︷ ︸

Γ∗
k

ws
k (40)

yk+1 = [Hk+10]︸ ︷︷ ︸
H∗

k+1

[
xk+1

xs
k+1

]
︸ ︷︷ ︸

x∗
k+1

+vk+1 (41)

Prof. Yuan-Li Cai 51/72 Xi’an Jiaotong University

mailto:xjtu001@qq.com


5 相关噪声与成形滤波器 『线性最优滤波理论』

滤波算法

采用 (40) 式和 (41) 式中的标注符号，于是可以把等价系统简写为

x∗
k+1 = Φ∗

k+1,kx
∗
k + Γ∗

kwk

yk+1 = H∗
k+1x

∗
k+1 + vk+1

显然，此时可以采用标准卡尔曼滤波算法，获得扩展状态 x∗
k = [xk, x

s
k]

T

的最优估计. 这样不仅可以获得系统状态的估计 x̂k，还同时得到了成形滤
波器内部状态的估计 x̂s

k.
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5.4 有色量测噪声

问题描述

♠ 仍然考虑方程 (34) 和 (35) 描述的系统, 假设过程噪声是白噪声，即
wk ∼ (0, Q); x0 ∼ (x̄0, P0); x0, wk, vk 是互不相关的;

♠ 假设量测噪声是有色噪声，此时不能采用简单的增加状态维数的方
法（为什么？）.
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♠ 设量测噪声此时为 nk, Enk = 0, Enkn
T
j = skj. 并假设 nk 是成形滤

波器 Φs
k+1,k 的输出，即

nk+1 = Φs
k+1,knk + vk

其中 {vk} 是高斯分布随机序列, 而且 Evk = 0, Evkv
T
j = rkδkj, ∀k, j.

同样地，假设 {vk} 与过程噪声 {wk} 不相关.

虚拟量测

zk = yk+1 − Φs
k+1,kyk

= Hk+1xk+1 + nk+1 − Φs
k+1,kyk

= Hk+1[Φk+1,kxk + Γkwk] + nk+1 − Φs
k+1,k[Hkxk + nk]

= [Hk+1Φk+1,k − Φs
k+1,kHk]xk + [Hk+1Γkwk + nk+1 − Φs

k+1,knk]

≜ Gkxk + v∗k
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其中，v∗k = Hk+1Γkwk + vk. 显然，v∗k 是高斯分布随机序列, 且 Ev∗k = 0,
Ev∗kv

∗T
j = [Hk+1ΓkQkΓ

T
kH

T
k+1 + rk]δkj, ∀k, j. 但 v∗k 与 wk 是相关的, 且

Ewkv
∗T
k ≜ Ck = QkΓ

T
kH

T
k+1.

等效系统

xk+1 = Φk+1,kxk + Γkwk (42)
zk = Gkxk + v∗k, k ≥ 0 (43)
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注意到 zk 不仅包含了 xk 的量测信息, 还包含了 xk+1 的量测信息. 因
此, 上述等效系统的一步预测值即为我们希望的滤波值. 应用过程噪声与
测量噪声相关时的滤波算法（一步预测部分），可得

x̂k+1|k+1 = Φk+1,kx̂k|k +Kk(zk −Gkx̂k|k) (44)
Kk = [Φk+1,kPk|kG

T
k + ΓkCk][GkPk|kG

T
k +Rk]

−1 (45)
Pk+1|k+1 = [Φk+1,k −KkGk]Pk|k[Φk+1,k −KkGk]

T (46)
+ΓkQkΓ

T
k +KkRkK

T
k − ΓkCkK

T
k −KkC

T
k Γ

T
k

初始估计

zk = yk+1 − Φs
k+1,kyk

Gk = Hk+1Φk+1,k − Φs
k+1,kHk

Rk = Hk+1ΓkQkΓ
T
kH

T
k+1 + rk

Ck = QkΓ
T
kH

T
k+1
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滤波初值

观察 (44) 式可知，在求估计 x̂1|1 时，需要 y0，即测量是从 0 时刻开始
的。因此，我们可以利用该信息来确定初始估计。由静态估计理论（[定理
3-7]）可得

x̂0|0 = x0 + P0H
T
0 (H0P0H

T
0 +R0)

−1(y0 −H0x0) (47)
P0|0 = P0 − P0H

T
0 (H0P0H

T
0 +R0)

−1H0P0 (48)

□
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6. 卡尔曼滤波器性能分析

♠ 在高斯分布统计特性假设下，滤波估计值 x̂k|k 是状态 xk 的无偏最
小方差估计，而且 Pk|k 就是 xk 基于测量值 y1, y2, · · · , yk 的所有估
计中最小的均方误差矩阵.

♠ 卡尔曼滤波算法对非高斯假设亦适用，此时 x̂k|k 是所有线性估计中
均方误差最小的无偏最优估计，但不是所有估计中的最优估计.
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♠ 考察卡尔曼增益公式

Kk+1 = Pk+1|k+1Hk+1R
−1
k+1

上式说明，滤波增益“正比于”滤波的不确定性，滤波增益“反比于”量
测的不确定性.

♠ 考察状态估计方差矩阵

Pk+1|k = Φk+1,kPk|kΦ
T
k+1,k + ΓkQkΓ

T
k

Pk+1|k+1 = [I −Kk+1Hk+1]Pk+1|k

可见，当过程噪声Qk+1 较大时，一步预测与滤波精度都会变小. 说
明提高模型的精度，将有益于状态的估计.

♠ 再由滤波方差矩阵公式可得

P−1
k+1|k+1 = P−1

k+1|k +HT
k+1R

−1
k+1Hk+1 (49)
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上式说明，大的测量噪声Rk+1 将使滤波精度下降。所以，大的测量
噪声与大的过程噪声对滤波都是不利的，这和我们的直观感觉是一
致的.

♠ 卡尔曼滤波公式算法结构为：

滤波值 = 一步预测值 + 修正项.

这暗喻滤波的精度将高于预测的精度。其实，从 (49) 式也可得出

P−1
k+1|k+1 > P−1

k+1|k，即 Pk+1|k+1 < Pk+1|k.

♠ 除了一步预测，可以非常容易地建立任意步的预测. 不考虑确定性
控制项时，即为

x̂N |k = ΦN,kx̂k|k, ∀N > k.
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♠ 综合考虑卡尔曼滤波增益与方差

Kk+1 = Pk+1|k+1Hk+1R
−1
k+1

Pk+1|k = Φk+1,kPk|kΦ
T
k+1,k + ΓkQkΓ

T
k

Pk+1|k+1 = [I −Kk+1Hk+1]Pk+1|k

可见，对于给定的系统，如果事先知道 P0、Qk、Rk，那么上述卡
尔曼滤波增益与方差可以” 离线 (off-line)” 预先计算，从而减小在
线计算量。
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6.1 稳定性分析

一步预测独立递推算法 将 x̂k|k = x̂k|k−1 +Kk[yk −Hkx̂k|k−1] 代入一步
预测部分可得：

x̂k+1|k = Φk+1,kx̂k|k +Ψk+1,kuk

= Φk+1,k{x̂k|k−1 +Kk[yk −Hkx̂k|k−1]}+Ψk+1,kuk

= Φk+1,kx̂k|k−1 + Φk+1,kKk[yk −Hkx̂k|k−1] + Ψk+1,kuk

将 Pk|k = [I −KkHk]Pk|k−1 代入一步预测方差有

Pk+1|k = Φk+1,kPk|kΦ
T
k+1,k + ΓkQkΓ

T
k

= Φk+1,kPk|k−1Φ
T
k+1,k − Φk+1,kKkHkPk|k−1Φ

T
k+1,k + ΓkQkΓ

T
k
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基于预测的滤波算法

x̂k+1|k = Φk+1,kx̂k|k−1 + Φk+1,kKk[yk −Hkx̂k|k−1] + Ψk+1,kuk

Pk+1|k = Φk+1,kPk|k−1Φ
T
k+1,k − Φk+1,kKkHkPk|k−1Φ

T
k+1,k + ΓkQkΓ

T
k

Kk = Pk|k−1H
T
k [HkPk|k−1H

T
k +Rk]

−1

上述三个公式可以作为滤波算法单独使用，只要给出初始估计值，就
可以递推求出任何时刻的状态最优估计。

采用简化记号: x̂k+1|k ≜ x̂k+1, Pk+1|k ≜ Pk+1, Φk+1,k ≜ Φk, Ψk+1,k ≜ Ψk,
上述可以单独使用的滤波算法即为

x̂k+1 = Φkx̂k + ΦkKk[yk −Hkx̂k] + Ψkuk (50)
Pk+1 = ΦkPkΦ

T
k − ΦkKkHkPkΦ

T
k + ΓkQkΓ

T
k (51)

Kk = PkH
T
k [HkPkH

T
k +Rk]

−1 (52)
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误差动力学 采用简化记号后

xk+1 = Φk+1,kxk +Ψk+1,kuk + Γkwk = Φkxk +Ψkuk + Γkwk

可得

x̃k+1 = xk+1 − x̂k+1 = Φkx̃k − ΦkKk[yk −Hkx̂k] + Γkwk

= Φk[I −KkHk]x̃k − ΦkKkvk + Γkwk

上式后两项是（随机）输入作用，滤波算法的稳定性只需研究

x̃k+1 = Φk[I −KkHk]x̃k (53)

稳定性分析 根据 Lyapunov 稳定性理论，取 V (x̃k) = x̃T
kP

−1
k x̃k. 欲使

∆V (x̃k) = V (x̃k+1)− V (x̃k) < 0 (54)
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⇔ x̃T
k {[I −KkHk]

TΦT
kP

−1
k+1Φk[I −KkHk]− P−1

k }x̃k < 0

⇔ [I −KkHk]
TΦT

kP
−1
k+1Φk[I −KkHk]− P−1

k < 0

⇔ P−1
k+1 − Φ−T

k [I −KkHk]
−TP−1

k [I −KkHk]
−1Φ−1

k < 0

⇔ I − Pk+1Φ
−T
k [I −KkHk]

−TP−1
k [I −KkHk]

−1Φ−1
k < 0

注意到

Pk+1 = ΦkPkΦ
T
k − ΦkKkHkPkΦ

T
k + ΓkQkΓ

T
k

= Φk[I −KkHk]PkΦ
T
k + ΓkQkΓ

T
k

= Φk[I −KkHk]Pk[I −KkHk]
TΦT

k

+Φk[I −KkHk]PkH
T
k K

T
k Φ

T
k + ΓkQkΓ

T
k
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又由 Kk = PkH
T
k [HkPkH

T
k +Rk]

−1 可知

Kk[HkPkH
T
k +Rk] = PkH

T
k

⇒ KkHkPkH
T
k = PkH

T
k −KkRk

⇒ (I −KkHk)PkH
T
k = PkH

T
k −KkHkPkH

T
k = KkRk

⇒ Pk+1 = Φk[I −KkHk]Pk[I −KkHk]
TΦT

k

+ΦkKkRkK
T
k Φ

T
k + ΓkQkΓ

T
k

∆V (x̃k) = V (x̃k+1)− V (x̃k) < 0

⇔ −[ΦkKkRkK
T
k Φ

T
k + ΓkQkΓ

T
k ]

·Φ−T
k [I −KkHk]

−TP−1
k [I −KkHk]

−1Φ−1
k < 0

⇔ −[ΦkKkRkK
T
k Φ

T
k + ΓkQkΓ

T
k ] < 0
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所以, 当 ΓkQkΓ
T
k > 0, 或者当 Rk > 0, Qk ≥ 0, 另外 Kk ̸= 0,Φk 可逆，

则有 ∆V (x̃k) < 0.

6.2 稳态性能

滤波误差来源 设滤波实际的初值有误差

x̄∗
0 ̸= x̄0 (55)

P ∗
0 ̸= P0 (56)

滤波过程中的统计特性也不准确

Q∗
k ̸= Qk (57)

R∗
k ̸= Rk (58)
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那么实际计算出的滤波值 x̂∗
k|k 与滤波方差矩阵 P ∗

k|k 分别称为滤波的视在
值及视在方差。而实际的方差为

P ∗∗
k|k = var(xk − x̂∗

k) = (I −K∗
kHk)P

∗∗
k|k−1(I −K∗

kHk)
T (59)

我们将面临三个方差矩阵：Pk|k、P ∗
k|k 和 P ∗∗

k|k。一般无法得到最优的
Pk|k 与实际的 P ∗∗

k|k，但肯定有 P ∗∗
k|k ≥ Pk|k。

根据线性系统理论，可以建立如下主要结论：
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Theorem 6.1 渐进稳定的卡尔曼滤波器最终趋于无偏估计, 即

limk→+∞ Ex̃∗
k|k = 0.

Theorem 6.2 若卡尔曼滤波器是渐进稳定的，且仅仅是初始方差矩阵有误
差，即 P ∗

0 ̸= P0，那么

limk→+∞ P ∗
k|k = Pk|k.
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Theorem 6.3 若过程噪声和测量噪声都是平稳的，即

Qk = Q, Rk = R

所研究的系统还是定常的，即

Φk+1,k = Φ, Γk+1,k = Γ, Hk = H

当卡尔曼滤波器是渐进稳定的时，有

lim
k→+∞

Pk|k = lim
k→+∞

P ∗
k|k = P (60)

lim
k→+∞

Kk|k = lim
k→+∞

K∗
k|k = K (61)
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Theorem 6.4 (保守滤波器) 当 P ∗
0 ≥ P0, 且

Q∗
k ≥ Qk, R∗

k ≥ Rk, ∀k

那么
P ∗
k|k ≥ P ∗∗

k|k.

□

Prof. Yuan-Li Cai 71/72 Xi’an Jiaotong University

mailto:xjtu001@qq.com


Questions?


	离散时间随机系统基本分析
	状态估计基本引理
	卡尔曼滤波算法
	两个范例
	相关噪声与成形滤波器
	卡尔曼滤波器性能分析

