
pink

线性最优平滑算法

Prof. Yuan-Li Cai
Spring 2024



0. Outline

1 最优平滑器的一般形式 / 3

2 最优固定区间平滑 / 6

3 最优固定点平滑 / 26

4 最优固定延迟平滑 / 34

5 计算示例 / 39



OUTLINE 线性最优平滑算法

简单地讲，平滑是指利用 (0, N ] 区间的量测数据对 t ∈ [0, N ] 时刻动态

系统的状态进行估计。与滤波算法相比，平滑估计是非实时的。

平滑问题可以分为三类：

1. 固定区间平滑；

2. 固定点平滑；

3. 固定延迟平滑。

以上三类平滑问题分别具有不同的应用背景，后面两类具有建立递推

算法的可能，即 N 可以不断增长。
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1 最优平滑器的一般形式 线性最优平滑算法

1. 最优平滑器的一般形式

我们仍然考虑如下线性动态系统：

xk+1 = Φk+1,kxk + Γkwk (1)

yk+1 = Hk+1xk+1 + vk+1 (2)

其中，wk ∼ N (0, Qk) 与 vk ∼ N (0, Rk) 是不相关的独立噪声序列，它们与

初始状态 x0 ∼ N (x0, P0) 不相关。另外，设 Qk ≥ 0, Rk > 0。

如图1所示，记基于量测信息 yj(0 < j ≤ t) 的状态最优估计为 x̂F
t|t、基

于量测信息 yj(t < j ≤ N) 的状态最优估计为 x̂B
t|t+1。x̂F

t|t 称为前向滤波估
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1 最优平滑器的一般形式 线性最优平滑算法

Figure 1: 最优平滑器

计，x̂B
t|t+1 称为反向滤波估计（一步预测）。另外，设它们的估计误差协方

差分别为 P F
t = P F

t|t 和 PB
t = PB

t|t+1。

根据最小方差估计理论或融合估计原理，我们可以直接导出 t 时刻的
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1 最优平滑器的一般形式 线性最优平滑算法

最优平滑估计为

x̂t|N = Pt|N [(P
F
t )−1x̂F

t|t + (PB
t )−1x̂B

t|t+1] (3)

P−1
t|N = (P F

t )−1 + (PB
t )−1 (4)

由平滑估计误差协方差矩阵公式可以发现，平滑估计精度总要优于滤波估

计（前向滤波估计）精度。
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2 最优固定区间平滑 线性最优平滑算法

2. 最优固定区间平滑

为了形成完整的平滑算法，我们需要建立最优平滑估计一般公式 (3)
和 (2) 中前向滤波和反向滤波的具体公式。

前向滤波算法部分非常简单，前面已经解决。反向滤波算法相对不太

一样，需要仔细研究。
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2 最优固定区间平滑 线性最优平滑算法

2.1 前向滤波器

基于量测信息 yj(0 < j ≤ t) 的状态估计 x̂F
t|t 显然就是标准卡尔曼滤波

器的输出。所以，可以直接建立如下前向滤波器：

x̂F
k+1|k = Φk+1,kx̂

F
k|k

P F
k+1|k = Φk+1,kP

F
k|kΦ

T
k+1,k + ΓkQkΓ

T
k

KF
k+1 = P F

k+1|kH
T
k+1[Hk+1P

F
k+1|kH

T
k+1 +Rk+1]

−1

x̂F
k+1|k+1 = x̂F

k+1|k +KF
k+1[yk+1 −Hk+1x̂

F
k+1|k]

P F
k+1|k+1 = [I −KF

k+1Hk+1]P
F
k+1|k

x̂F
0|0 = x̄0, P

F
0|0 = P0

(5)
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2 最优固定区间平滑 线性最优平滑算法

2.2 反向滤波器

在反向滤波器中，起始时刻是 N , 终了时刻是 t（平滑计算时刻），平滑

计算需要的最终输出是 x̂B
t|t+1。下面为简单方便，（本小节）忽略了上标“B”。

类似于 (1)，我们可以将状态反向传播方程表达为

xk = Φk,k+1xk+1 + Φk,k+1Γkwk (6)

假设已经获得了 (x̂k+1|k+1|, Pk+1|k+1)，由上式可以直接获得

x̂k|k+1 = Φk,k+1x̂k+1|k+1 (7)

Pk|k+1 = Φk,k+1[Pk+1|k+1 + ΓkQkΓ
T
k ]Φ

T
k,k+1 (8)
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2 最优固定区间平滑 线性最优平滑算法

反向滤波对应的量测方程和 (2) 类似，即

yk = Hkxk + vk (9)

始于时刻 N，从时刻 N − 1 开始反向滤波。根据融合估计原理，可以

导出时刻 k 的反向滤波及其误差协方差矩阵如下：

x̂k|k = Pk|k[P
−1
k|k+1x̂k|k+1 +HT

k R
−1
k yk] (10)

P−1
k|k = P−1

k|k+1 +HT
k R

−1
k Hk (11)

理论上，(7)、(8)、(10) 和 (11) 已经构成我们需要的反向滤波算法。为

了提高计算效率和数值稳定性，下面提高引入反向滤波信息矩阵及信息加

权估计等概念。
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2 最优固定区间平滑 线性最优平滑算法

定义 2.1 (反向滤波及预测信息矩阵)

Sk|k = P−1
k|k

Sk|k+1 = P−1
k|k+1

由此，(8)、(11) 可以表达为

Sk|k = Sk|k+1 +HT
k R

−1
k Hk (12)

Sk|k+1 = ΦT
k+1,k[Pk+1|k+1 + ΓkQkΓ

T
k ]

−1Φk+1,k (13)

由矩阵求逆引理

(A11 − A12A
−1
22 A21)

−1 = A−1
11 + A−1

11 A12(A22 − A21A
−1
11 A12)

−1A21A
−1
11
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2 最优固定区间平滑 线性最优平滑算法

反向一步预测信息矩阵 (13) 可化为

Sk|k+1 = ΦT
k+1,k{Sk+1|k+1 − Sk+1|k+1Γk[Γ

T
k Sk+1|k+1Γk ++Q−1

k ]−1

× ΓT
k Sk+1|k+1}Φk+1,k

定义增益矩阵

Kk = Sk+1|k+1Γk[Γ
T
k Sk+1|k+1Γk +Q−1

k ]−1 (14)

那么反向一步预测信息矩阵可以写为

Sk|k+1 = ΦT
k+1,k[I −KkΓ

T
k ]Sk+1|k+1Φk+1,k (15)
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2 最优固定区间平滑 线性最优平滑算法

等价地

Sk|k+1 = ΦT
k+1,k[I −KkΓ

T
k ]Sk+1|k+1[I −KkΓ

T
k ]

TΦk+1,k+

+ ΦT
k+1,k[I −KkΓ

T
k ]Sk+1|k+1ΓkK

T
k Φk+1,k

注意到

[I −KkΓ
T
k ]Sk+1|k+1Γk =

Kk{[ΓT
k Sk+1|k+1Γk +Q−1

k ][Sk+1|k+1Γk]
−1 − ΓT

k }Sk+1|k+1Γk

= KkQ
−1
k

Prof. Yuan-Li Cai 12/47 Xi’an Jiaotong University

mailto:xjtu001@qq.com


2 最优固定区间平滑 线性最优平滑算法

因此

Sk|k+1 = ΦT
k+1,k[I −KkΓ

T
k ]Sk+1|k+1[I −KkΓ

T
k ]

TΦk+1,k+

+ ΦT
k+1,kKkQ

−1
k KT

k Φk+1,k (16)

引入反向滤波信息加权估计：

ẑk|k = P−1
k|k x̂k|k = Sk|kx̂k|k (17)

ẑk|k+1 = P−1
k|k+1x̂k|k+1 = Sk|k+1x̂k|k+1 (18)

式 (10) 化为

ẑk|k = ẑk|k+1 +HT
k R

−1
k yk (19)
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2 最优固定区间平滑 线性最优平滑算法

式 (7) 化为

ẑk|k+1 = Sk|k+1Φk,k+1S
−1
k+1|k+1ẑk+1|k+1 (20)

考虑到 (15)，上式可写为

ẑk|k+1 = ΦT
k+1,k[I −KkΓ

T
k ]ẑk+1|k+1 (21)

从最优平滑估计的一般公式 (3) 可知，最优平滑计算中只要知道

(PB
k|k+1)

−1x̂B
t|t+1 就可以了。所以，(21)、(16)、(19)、(12) 与 (14) 构成了我
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2 最优固定区间平滑 线性最优平滑算法

们需要的反向滤波算法。汇总起来，固定区间平滑核心公式如下:

ẑk|k = ẑk|k+1 +HT
k R

−1
k yk

Sk|k = Sk|k+1 +HT
k R

−1
k Hk

Kk = Sk+1|k+1Γk[Γ
T
k Sk+1|k+1Γk +Q−1

k ]−1

ẑk|k+1 = ΦT
k+1,k[I −KkΓ

T
k ]ẑk+1|k+1

Sk|k+1 = ΦT
k+1,k[I −KkΓ

T
k ]Sk+1|k+1{∗}T + ΦT

k+1,kKkQ
−1
k KT

k Φk+1,k

另外，反向滤波增益还可以表达为

Kk = [Φk+1,kPk|k+1Φ
T
k+1,k]

−1ΓkQk (22)
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2 最优固定区间平滑 线性最优平滑算法

由于在 N 时刻，正向滤波器和平滑器将给出同样的估计值，即

x̂F
N |N = x̂N |N，P F

N |N = PN |N。所以，反向滤波器的初值为 SN |N+1 = 0、

ẑN |N+1 = 0。

最优平滑算法总结于表1。

Table 1: 最优固定期间平滑算法

状态方程与量测方程

xk+1 = Φk+1,kxk + Γkwk

yk+1 = Hk+1xk+1 + vk+1

wk ∼ (0, Qk)，vk ∼ (0, Rk)，x(0) ∼ (x̄0, P0)，三者互不相关
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2 最优固定区间平滑 线性最优平滑算法

前向滤波器(k = 1, 2, · · · , N − 1)

x̂F
0|0 = x̄0, P F

0|0 = P0

x̂F
k+1|k = Φk+1,kx̂

F
k|k

P F
k+1|k = Φk+1,kP

F
k|kΦ

T
k+1,k + ΓkQkΓ

T
k

KF
k+1 = P F

k+1|kH
T
k+1[Hk+1P

F
k+1|kH

T
k+1 +Rk+1]

−1

x̂F
k+1|k+1 = x̂F

k+1|k +KF
k+1[yk+1 −Hk+1x̂

F
k+1|k]

P F
k+1|k+1 = [I −KF

k+1Hk+1]P
F
k+1|k

反向滤波器(k = N,N − 1, · · · , 1)

SN |N+1 = 0, ẑN |N+1 = 0

Sk|k = Sk|k+1 +HT
k R

−1
k Hk
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2 最优固定区间平滑 线性最优平滑算法

ẑk|k = ẑk|k+1 +HT
k R

−1
k yk

Kk−1 = Sk|kΓk−1[Γ
T
k−1Sk|kΓk−1 +Q−1

k−1]
−1

Sk−1|k = ΦT
k,k−1[I −Kk−1Γ

T
k−1]Sk|k[I −Kk−1Γ

T
k−1]

TΦk,k−1

+ΦT
k,k−1Kk−1Q

−1
k−1K

T
k−1Φk,k−1

ẑk−1|k = ΦT
k,k−1[I −Kk−1Γ

T
k−1]ẑk|k

最优平滑器 (k = N,N − 1, · · · , 0)

Pk|N = [(P F
k|k)

−1 + Sk|k+1]
−1, PN |N = P F

N |N

x̂k|N = Pk|N [(P
F
k|k)

−1x̂F
k|k + ẑk|k+1], x̂N |N = xF

N |N
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2 最优固定区间平滑 线性最优平滑算法

2.3 RTS 平滑器

上述固定区间平滑算法还可以进一步简化，从而得到所谓的劳契-邓-斯
特利布尔固定期间平滑器 (Rauch-Tung-Striebel Smoother)。

由固定区间最优平滑一般公式 (4) 可知：

Pk|N = [(P F
k|k)

−1 + (PB
k|k+1)

−1]−1

= P F
k|k − P F

k|k[P
F
k|k + PB

k|k+1]
−1P F

k|k (23)

下面研究 [P F
k|k +PB

k|k+1]
−1 的简化，想办法将反向滤波的相关计算整合到最

后的平滑计算环节。
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2 最优固定区间平滑 线性最优平滑算法

根据反向滤波和前向滤波的信息矩阵计算公式：

(PB
k|k)

−1 = (PB
k|k+1)

−1 +HT
k R

−1
k Hk (24)

(P F
k|k)

−1 = (P F
k|k−1)

−1 +HT
k R

−1
k Hk (25)

可易导出

PB
k|k = [(PB

k|k+1)
−1 + (P F

k|k)
−1 − (P F

k|k−1)
−1]−1

= [P−1
k|N − (P F

k|k−1)
−1]−1 (26)
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2 最优固定区间平滑 线性最优平滑算法

根据反向滤波和前向滤波协方差公式，可知

[PB
k|k+1 + P F

k|k]
−1

= {P F
k|k + Φk,k+1[P

B
k+1|k+1 + ΓkQkΓ

T
k ]Φ

T
k,k+1}−1

= ΦT
k+1,k{Φk+1,kP

F
k|kΦ

T
k+1,k + PB

k+1|k+1 + ΓkQkΓ
T
k }−1Φk+1,k

= ΦT
k+1,k{P F

k+1|k + PB
k+1|k+1}−1Φk+1,k

代入 (26)，则有

[PB
k|k+1 + P F

k|k]
−1 = ΦT

k+1,k{P F
k+1|k + [P−1

k+1|N − (P F
k+1|k)

−1]−1}−1Φk+1,k

= ΦT
k+1,k(P

F
k+1|k)

−1{(P F
k+1|k)

−1+

+ (P F
k+1|k)

−1[P−1
k+1|N − (P F

k+1|k)
−1]−1(P F

k+1|k)
−1}−1(P F

k+1|k)
−1Φk+1,k
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2 最优固定区间平滑 线性最优平滑算法

应用矩阵求逆引理，上式可简化为

[PB
k|k+1 + P F

k|k]
−1

= ΦT
k+1,k(P

F
k+1|k)

−1[P F
k+1|k − Pk+1|N ](P

F
k+1|k)

−1Φk+1,k

将上式代入公式 (23), 于是有

Pk|N = P F
k|k − P F

k|kΦ
T
k+1,k(P

F
k+1|k)

−1[P F
k+1|k − Pk+1|N ](∗ ∗ ∗)T (27)

记

Fk = P F
k|kΦ

T
k+1,k(P

F
k+1|k)

−1 (28)

那么 (27) 可表达为

Pk|N = P F
k|k − Fk[P

F
k+1|k − Pk+1|N ]F

T
k (29)
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2 最优固定区间平滑 线性最优平滑算法

上式是平滑估计的误差协方差矩阵，它仅和前向滤波器有关。同样地，

我们还可以导出基于前向滤波器的平滑估计递推算法

x̂k|N = x̂F
k|k + Fk(x̂k+1|N − x̂F

k+1|k) (30)

(28)∼(30) 与前向滤波器一起构成了劳契-邓-斯特利布尔固定期间平滑

器（见表2），其初始值为 x̂N |N = x̂F
N |N , PN |N = P F

N |N。
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2 最优固定区间平滑 线性最优平滑算法

Table 2: RTS 固定期间平滑算法

状态方程与量测方程

xk+1 = Φk+1,kxk + Γkwk

yk+1 = Hk+1xk+1 + vk+1

wk ∼ (0, Qk)，vk ∼ (0, Rk)，x(0) ∼ (x̄0, P0)，三者互不相关

前向滤波器(k = 1, 2, · · · , N − 1)

x̂F
0|0 = x̄0, P F

0|0 = P0

x̂F
k+1|k = Φk+1,kx̂

F
k|k

P F
k+1|k = Φk+1,kP

F
k|kΦ

T
k+1,k + ΓkQkΓ

T
k

KF
k+1 = P F

k+1|kH
T
k+1[Hk+1P

F
k+1|kH

T
k+1 +Rk+1]

−1
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2 最优固定区间平滑 线性最优平滑算法

x̂F
k+1|k+1 = x̂F

k+1|k +KF
k+1[yk+1 −Hk+1x̂

F
k+1|k]

P F
k+1|k+1 = [I −KF

k+1Hk+1]P
F
k+1|k

RTS 最优平滑器 (k = N,N − 1, · · · , 0)

x̂N |N = x̂F
N |N , PN |N = P F

N |N

Fk = P F
k|kΦ

T
k+1,k(P

F
k+1|k)

−1

Pk|N = P F
k|k − Fk[P

F
k+1|k − Pk+1|N ]F

T
k

x̂k|N = x̂F
k|k + Fk(x̂k+1|N − x̂F

k+1|k)
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3 最优固定点平滑 线性最优平滑算法

3. 最优固定点平滑

这里介绍两套固定点平滑算法，算法 A 基于状态扩维的思想，算法 B
基于固定区间 RTS 算法。

Prof. Yuan-Li Cai 26/47 Xi’an Jiaotong University

mailto:xjtu001@qq.com


3 最优固定点平滑 线性最优平滑算法

3.1 固定点平滑算法 A

考虑如下离散时间随机系统：

xk+1 = Φk+1,kxk + Γkwk (31)

yk+1 = Hk+1xk+1 + vk+1 (32)

其中，wk ∼ (0, Qk) 与 vk ∼ (0, Rk) 是相互独立的不相关噪声，它们与初始

状态 x(0) ∼ (x̄0, P0) 不相关。另外，设 Qk ≥ 0, Rk > 0。固定点平滑就是

求 x̂j|k(k ≥ j)，其中 j 是一固定值。

增加一个新的状态向量 xA
k ，它的递推方程为

xA
k+1 = xA

k , k ≥ j (33)
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3 最优固定点平滑 线性最优平滑算法

初值为 xA
j = xj，因此 xA

k+1 = xj。新增状态向量 xA
k 的滤波值即为固定点

平滑 x̂A
k|k = x̂j|k(k ≥ j)。

扩展状态后的状态方程和量测方程为 xk+1

xA
k+1

 =

 Φk+1,k 0

0 I

 xk

xA
k

+

 Γk

0

wk (34)

yk+1 =
[
Hk+1 0

] xk+1

xA
k+1

+ vk+1 (35)

在 j 时刻，状态矢量有如下关系： xj

xA
j

 =

 xj

xj

 (36)
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3 最优固定点平滑 线性最优平滑算法

应用标准卡尔曼滤波算法，即可解决上述固定点平滑问题。算法汇总

于表3。

Table 3: 最优固定点平滑算法

状态方程与量测方程

xk+1 = Φk+1,kxk + Γkwk

yk+1 = Hk+1xk+1 + vk+1

wk ∼ (0, Qk)，vk ∼ (0, Rk)，x(0) ∼ (x̄0, P0)，三者互不相关

卡尔曼滤波器(k = 1, 2, · · · , j, j + 1, · · · )

x̂0|0 = Ex0 = m0, P0|0 = var[x0] = P0

x̂k+1|k = Φk+1,kx̂k|k +Ψk+1,kuk
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3 最优固定点平滑 线性最优平滑算法

Pk+1|k = Φk+1,kPk|kΦ
T
k+1,k + ΓkQkΓ

T
k

Kk+1 = Pk+1|kH
T
k+1[Hk+1Pk+1|kH

T
k+1 +Rk+1]

−1

x̂k+1|k+1 = x̂k+1|k +Kk+1[yk+1 −Hk+1x̂k+1|k]

Pk+1|k+1 = [I −Kk+1Hk+1]Pk+1|k

平滑器 (k = j, j + 1, · · · )

P ∗
j|j−1 = Pj|j−1

K∗
k = P ∗

k|k−1H
T
k [HkPk|k−1H

T
k +Rk]

−1

P ∗
k+1|k = P ∗

k|k−1[Φk+1,k −K∗
kHk]

T

x̂j|k = x̂j|k−1 +K∗
k [yk −Hkx̂k|k−1]

Pj|k = Pj|k−1 − P ∗
k|k−1H

T
k [K

∗
k ]

T
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3 最优固定点平滑 线性最优平滑算法

3.2 固定点平滑算法 B

由固定区间平滑算法有

x̂k|N = x̂F
k|k + Fk(x̂k+1|N − x̂F

k+1|k) (37)

x̂k|N−1 = x̂F
k|k + Fk(x̂k+1|N−1 − x̂F

k+1|k) (38)

两式相减

x̂k|N − x̂k|N−1 = Fk(x̂k+1|N − x̂k+1|N−1)

考虑 k = j 固定

x̂j|N − x̂j|N−1 = Fj(x̂j+1|N − x̂j+1|N−1)
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3 最优固定点平滑 线性最优平滑算法

x̂j|N − x̂j|N−1 = FjFj+1(x̂j+2|N − x̂j+2|N−1)

x̂j|N − x̂j|N−1 = FjFj+1Fj+2(x̂j+3|N − x̂j+3|N−1)

· · ·

x̂j|N − x̂j|N−1 = Bj,N(x̂N |N − x̂N |N−1)

Bj,N = FjFj+1 · · ·FN−1 =
N−1∏
i=j

Fi

换言之

x̂j|k = x̂j|k−1 +Bj,k(x̂k|k − x̂k|k−1) (39)

Bj,k = FjFj+1 · · ·Fk−1 =
k−1∏
i=j

Fi (40)
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3 最优固定点平滑 线性最优平滑算法

或表示为

x̂j|k = x̂j|k−1 +Bj,kKk(yk −Hkx̂k|k−1)

注意

Fk = P F
k|kΦ

T
k+1,k(P

F
k+1|k)

−1

Pj|k = Pj|k−1 +Bj,k(Pk|k − Pk|k−1)B
T
j,k (41)

Pj|k = Pj|k−1 − Bj,kKkHkPk|k−1B
T
j,k, k = j + 1, j + 2, · · · (42)

Prof. Yuan-Li Cai 33/47 Xi’an Jiaotong University

mailto:xjtu001@qq.com


4 最优固定延迟平滑 线性最优平滑算法

4. 最优固定延迟平滑

4.1 最优一步延迟平滑

根据 [引理 4-4]，我们知道

x̂k|k+1 = E[xk|y1, · · · , yk, yk+1] = E[xk|yk] + E[xk|ỹk+1|k]− x̄k

注意到

x̂k|k = E[xk|yk, ]

ỹk+1|k = yk+1 − E[yk+1|yk]
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4 最优固定延迟平滑 线性最优平滑算法

可以导出

x̂k|k+1 = x̂k|k +Mk|k+1[yk+1 −Hk+1x̂k+1|k]

Mk|k+1 = Pk|kΦ
T
k+1,kH

T
k+1[Hk+1Pk+1|kH

T
k+1 +Rk+1]

−1

考虑到

x̂k+1|k+1 − x̂k+1|k = Kk+1[yk+1 −Hk+1x̂k+1|k]

Kk+1 = Pk+1|kH
T
k+1[Hk+1Pk+1|kH

T
k+1 +Rk+1]

−1

当 Pk+1|k 非奇异时，可以化为

x̂k|k+1 = x̂k|k + Ak[x̂k+1|k+1 − x̂k+1|k] (43)

Ak = Pk|kΦ
T
k+1,kP

−1
k+1|k (44)
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4 最优固定延迟平滑 线性最优平滑算法

4.2 最优二步延迟平滑

类似地，我们有

x̂k|k+2 = E[xk|yk+1, yk+2] = E[xk|yk+1] + E[xk|ỹk+2|k+1]− x̄k

经过一些推导，最后得

x̂k|k+2 = x̂k|k+1 +Mk|k+2[yk+2 −Hk+2x̂k+2|k+1] (45)

Mk|k+2 = AkAk+1Kk+2 (46)

式中，Ak 是一步延迟平滑增益，Kk 是标准卡尔曼增益。
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4 最优固定延迟平滑 线性最优平滑算法

同样地，(45)、(46) 也可以进一步化为

x̂k|k+2 = x̂k|k + Ak[x̂k+1|k+2 − x̂k+1|k] (47)

Ak = Pk|kΦ
T
k+1,kP

−1
k+1|k (48)

同样的思想，我们可以导出另一种固定区间平滑算法

x̂k|N = x̂k|k + Ak[x̂k+1|N − x̂k+1|k] (49)

Ak = Pk|kΦ
T
k+1,kP

−1
k+1|k (50)

另外，平滑的误差协方差矩阵为

Pk|N = Pk|k + Ak[Pk+1|N − Pk+1|k]A
T
k (51)
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4 最优固定延迟平滑 线性最优平滑算法

这里我们没有给出最优固定延迟平滑的估计误差协方差计算公式，留

作大家练习。注意有两个解决思路，一个是直接由估计误差协方差的定义

结合对应的最优固定延迟平滑公式，另外一个是应用静态估计理论相关结

果。
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5 计算示例 线性最优平滑算法

5. 计算示例

【例 1】 固定期间平滑

xk+1 = xk + wk

yk+1 = xk+1 + vk+1

Qk = 25, Rk+1 = 15, P0 = 100
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5 计算示例 线性最优平滑算法

前向滤波计算

P F
k+1|k = Φk+1,kP

F
k|kΦ

T
k+1,k + ΓkQkΓ

T
k

KF
k+1 = P F

k+1|kH
T
k+1[Hk+1P

F
k+1|kH

T
k+1 +Rk+1]

−1

P F
k+1|k+1 = [I −KF

k+1Hk+1]P
F
k+1|k

平滑计算

Fk = P F
k|kΦ

T
k+1,k(P

F
k+1|k)

−1

Pk|N = P F
k|k − Fk[P

F
k+1|k − Pk+1|N ]F

T
k

PN |N = P F
N |N

部分计算结果 (N = 4)
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5 计算示例 线性最优平滑算法

k Pk|k−1 Pk|k Pk|4 Kk Fk

0 100 26.2274 0.8000
1 125.000 13.3929 9.7303 0.8929 0.3488
2 38.3929 10.7860 8.2945 0.7191 0.3014
3 35.7860 10.5696 8.3605 0.7046 0.2972
4 35.5696 10.5507 10.5507 0.7034
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5 计算示例 线性最优平滑算法

【例 2】 固定点平滑

xk+1 = xk + wk

yk+1 = xk+1 + vk+1

Qk = 25, Rk+1 = 15, P0 = 100

前向滤波计算

P F
k+1|k = Φk+1,kP

F
k|kΦ

T
k+1,k + ΓkQkΓ

T
k

KF
k+1 = P F

k+1|kH
T
k+1[Hk+1P

F
k+1|kH

T
k+1 +Rk+1]

−1

P F
k+1|k+1 = [I −KF

k+1Hk+1]P
F
k+1|k
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5 计算示例 线性最优平滑算法

平滑计算

Pj|k = Pj|k−1 +Bj,k(Pk|k − Pk|k−1)B
T
j,k

Bj,k =
k−1∏
i=j

Fi, k = j + 1, j + 2, · · ·

Fk = P F
k|kΦ

T
k+1,k(P

F
k+1|k)

−1

部分计算结果 (N = 4)
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5 计算示例 线性最优平滑算法

k Pk|k−1 Pk|k P0|k Fk B0,k

0 100 100 0.8 1
1 125.000 13.3929 28.5714 0.34884 0.8
2 38.3929 10.7860 26.4214 0.30140 0.27907
3 35.7860 10.5696 26.2430 0.29715 0.08411
4 35.5696 10.5507 26.2274 0.02499
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5 计算示例 线性最优平滑算法

【例 3】 固定延迟平滑

xk+1 = xk + wk

yk+1 = xk+1 + vk+1

Qk = 25, Rk+1 = 15, P0 = 100

前向滤波计算

P F
k+1|k = Φk+1,kP

F
k|kΦ

T
k+1,k + ΓkQkΓ

T
k

KF
k+1 = P F

k+1|kH
T
k+1[Hk+1P

F
k+1|kH

T
k+1 +Rk+1]

−1

P F
k+1|k+1 = [I −KF

k+1Hk+1]P
F
k+1|k
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5 计算示例 线性最优平滑算法

平滑计算

Ak = Pk|kΦ
T
k+1,kP

−1
k+1|k

Pk|k+1 = Pk|k + Ak[Pk+1|k+1 − Pk+1|k]A
T
k

部分计算结果 (N = 4)

k Pk|k−1 Pk|k Pk|k+1 Ak Pk|4

0 100 28.5714 0.8000 26.2274
1 125.000 13.3929 10.0334 0.3488 9.7303
2 38.3929 10.7860 8.4952 0.3014 8.2945
3 35.7860 10.5696 8.3605 0.2972 8.3605
4 35.5696 10.5507 10.5507

Prof. Yuan-Li Cai 46/47 Xi’an Jiaotong University

mailto:xjtu001@qq.com


Questions?
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