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OUTLINE 鲁棒 H∞ 滤波

当系统模型及噪声统计特性存在大的不确定性或者完全未知时，标准

的卡尔曼滤波算法将无法保证状态估计在最小均方误差意义下的最优，甚

至会出现发散现象。为此，近年人们基于 H∞ 控制理论，发展起来了一种

称为 H∞ 滤波的方法，在理论界和工程领域引起了极大关注。

本节将在讨论动态约束优化的基础上，介绍 H∞ 滤波器的基本原理，

并讨论、分析与卡尔曼滤波器之间的区别和联系。
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1 动态约束优化 鲁棒 H∞ 滤波

1. 动态约束优化

考虑如下动态系统

xk+1 = Fkxk +wk (k = 0, · · · , N − 1) (1)

式中，xk 为 n 维状态向量。我们的目标是最小化如下标量函数

J = ψ(x0) +
N−1∑
k=0

Lk(xk,wk) (2)

式中，ψ(x0) 是关于 x0 的已知函数，Lk(xk,wk) 是关于 xk 和 wk 的已知

函数。通常要求 ψ(x0) 和 Lk(xk,wk) 关于相关变量是光滑可导的。
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1 动态约束优化 鲁棒 H∞ 滤波

(1) 和 (2) 便构成了一个带有约束的动态优化问题，(1) 称为动态约束，

(2) 称为优化目标函数或性能指标。和经典的最优控制问题略有不同，主

要差异在 ψ(x0) 项。和所有约束优化问题一样，我们通过引入拉格朗日乘

子来解决上述动态约束优化问题。

设拉格朗日乘子为 λk+1(对应动态约束方程，共有 N 个 n 维向量)，我

们可以获得如下增广目标函数

Ja = ψ(x0) +
N−1∑
k=0

[Lk(xk,wk) + λT
k+1(Fkxk +wk − xk+1)] (3)
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1 动态约束优化 鲁棒 H∞ 滤波

上式可以改写整理为

Ja = ψ(x0) +
N−1∑
k=0

[Lk + λT
k+1(Fkxk +wk)]−

N−1∑
k=0

λT
k+1xk+1

= ψ(x0) +
N−1∑
k=0

[Lk + λT
k+1(Fkxk +wk)]−

N∑
k=0

λT
kxk + λT

0 x0

式中，λ0 为拉格朗日乘子序列的附加项，它并不在原始的增广目标函数

中。后面我们将会看到当约束优化问题得到解决后，它的取值也随之可以

确定下来。

定义如下哈密尔顿函数

Hk(xk,wk,λk+1) = Lk(xk,wk) + λT
k+1(Fkxk +wk) (4)
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增广目标函数可以重写为

Ja = ψ(x0) +
N−1∑
k=0

Hk −
N∑
k=0

λT
kxk + λT

0 x0

= ψ(x0) +
N−1∑
k=0

Hk −
N−1∑
k=0

λT
kxk−λT

NxN + λT
0 x0

= ψ(x0) +
N−1∑
k=0

(Hk − λT
kxk)− λT

NxN + λT
0 x0
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显然，最优解的必要条件（驻点）为

∂Ja
∂xk

= 0 (k = 0, · · · , N)

∂Ja
∂wk

= 0 (k = 0, · · · , N − 1)

∂Ja
∂λk

= 0 (k = 0, · · · , N)
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进一步地可以写为

∂Ja
∂x0

= 0

∂Ja
∂xN

= 0

∂Ja
∂xk

= 0 (k = 1, · · · , N − 1)

∂Ja
∂wk

= 0 (k = 0, · · · , N − 1)

∂Ja
∂λk

= 0 (k = 0, · · · , N)
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1 动态约束优化 鲁棒 H∞ 滤波

即

λ0 +
∂ψ0

∂x0

= 0 (5)

λN = 0 (6)

λk =
∂Hk

∂xk

(k = 0, 1, · · · , N − 1) (7)

∂Hk

∂wk

= 0 (k = 0, 1, · · · , N − 1) (8)

xk+1 = Fkxk +wk (k = 0, 1, · · · , N − 1) (9)

通过求解上述方程组，即可获得动态约束优化问题的最优解（如果存

在）。按惯例，我们用上标“*”表示最优解，将 λk 称为协态变量，对应这里
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1 动态约束优化 鲁棒 H∞ 滤波

的动态约束优化问题，求得的最优解可表示为

{x∗
k|k = 0, 1, 2, · · · , N}

{w∗
k|k = 0, 1, 2, · · · , N − 1}

{λk|k = 0, 1, 2, · · · , N}

不难发现，未上述知变量的个数与约束方程个数相等，理论上有解。以

上关于动态约束优化的方法及结果可以用来解决下面的 H∞ 滤波问题。
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2. H∞ 滤波算法

考虑如下离散时间系统

xk+1 = Fkxk +wk (10)

yk = Hkxk + vk (11)

式中，wk 和 vk 为噪声项，分别表示模型及数据的不确定性。这些噪声可

能是随机的（统计特性未知）也可能是确定的，它们的均值可能不为 0。
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我们的目标是对状态的线性组合进行估计，可以表示为

zk = Lkxk (12)

其中，Lk 是自定义的矩阵（假设 Lk 满秩）。如果我们想要直接估计 xk，

设置 Lk = I。但通常情况下我们可能只对状态量的某种线性组合感兴趣。

采用惯例符号，用 ẑk 表示 zk 的估计量。那么, 我们的目的就是利用所

有可能的信息, 获得使
∑N−1

k=0 ∥zk − ẑk∥2Sk
尽可能小的估计 ẑk，建立类似卡

尔曼滤波那样的递推算法。其中，Sk 是对称正定的权重矩阵。

显然，代表不确定性的环境（以后称为对方）不会配合我们，而会使得

我们希望的估计变差。在 H∞ 滤波中，假设对方可以调动所有资源，即最

优地选择 wk、vk 和初始状态 x0，使得
∑N−1

k=0 ∥zk − ẑk∥2Sk
尽可能的大。
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如果不加限制，对方可以取 wk、vk 和初始状态 x0 为无穷大，这种情

况明显没有实际意义。因此，我们可以利用博弈理论的思想，定义如下目

标函数

J1 =

∑N−1
k=0 ∥zk − ẑk∥2Sk

∥x0 − x̂0∥2P−1
0

+
∑N−1

k=0 (∥wk∥2Q−1
k

+ ∥vk∥2R−1
k
)

(13)

式中，P0、Qk、Rk 和 Sk 均为对称正定权重矩阵，是设计参数。

于是，我们得到如下 min-max 问题

J∗
1 = min

ẑk
max

wk,vk,x0

J1 (14)

由此可见 H∞ 滤波和卡尔曼滤波本质上的区别。在卡尔曼滤波中，我

们对对方是漠不关心的，同时认为噪声的统计特性是已知的，我们可以利
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用先验知识得到统计意义下的最优状态估计，可以认为是一种单边最优控

制，对方无法改变噪声的统计特性来影响我们的状态估计效果。然而在

H∞ 滤波中，认为对手会想尽办法降低我们的估计效果。可以认为是双方

智能博弈。

在卡尔曼滤波中，没有考虑矩阵 Sk。如果在卡尔曼滤波中，最小化 Sk

矩阵加权的估计误差方差，结果不受影响。而在 H∞ 滤波中，后面会发现，

Sk 矩阵的取值会影响滤波增益。

直接求解上述 min-max 问题 (14) 非常困难，下面通过设定一个性能边

界来获取满足边界条件的估计策略，即保证一定性能的鲁棒策略。

数学上，我们把问题转化为寻找估计 ẑk，同时使得

J1 < ϵ (15)
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2 H∞ 滤波算法 鲁棒 H∞ 滤波

式中，ϵ > 0 为自定义的性能边界参数。结合 J1 的表达式，上式可以重写

为

J = −ϵ∥x0 − x̂0∥2P−1
0

+
N−1∑
k=0

[∥zk − ẑk∥2Sk
− ϵ(∥wk∥2Q−1

k
+ ∥vk∥2R−1

k
)] < 1 (16)

于是，我们的问题转化为如下 min-max 问题

J∗ = min
ẑk

max
wk,vk,x0

J (17)

由于 zk = Lkxk，很自然地可以选择 ẑk = Lkx̂k，从而只需要设法获得

最小化 J 的状态估计 x̂k。因此，上述 min-max 问题可以改写为

J∗ = min
x̂k

max
wk,vk,x0

J (18)
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2 H∞ 滤波算法 鲁棒 H∞ 滤波

在博弈过程中，对方将选择 x0、wk 和 vk 去最大化 J。在给定 x0 和

wk 条件下，vk 完全决定了 yk，所以我们可以将上述 min-max 问题进一步

化为

J∗ = min
x̂k

max
wk,yk,x0

J (19)

由 yk = Hkxk + vk，可知

∥vk∥2R−1
k
=∥yk −Hkxk∥2R−1

k
(20)
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另外，zk = Lkxk ，ẑk = Lkx̂k，所以

∥zk − ẑk∥2Sk
= (zk − ẑk)

TSk(zk − ẑk)

= (xk − x̂k)
TLT

k SkLk(xk − x̂k)

= ∥xk − x̂k∥2S̄k
(21)

式中，S̄k 定义为

S̄k = LT
k SkLk (22)
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综合上述讨论，我们可导出

J = −ϵ ∥x0 − x̂0∥2P−1
0

+
N−1∑
k=0

[∥xk − x̂k∥2S̄k
− ϵ(∥wk∥2Q−1

k
+ ∥yk −Hkxk∥2R−1

k
)]

= ψ(x0) +
N−1∑
k=0

Lk (23)

上式给出了 ψ(x0) 和 Lk 的定义。

为了解决上述 min-max 问题，我们首先寻找目标函数 J 关于 x0 和 wk

的驻点，然后求解 J 关于 x̂k 和 yk 的驻点。
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2.1 关于 x0 和 wk 的驻点

本小节的问题是寻找 J = ψ(x0) +
∑N−1

k=0 Lk（满足约束条件 xk+1 =

Fkxk +wk）关于 x0 和 wk 的驻点。显然，这是我们前面讨论过的动态约

束优化问题。

现在的哈密尔顿函数定义为

Hk = Lk + 2ϵλT
k+1(Fkxk +wk) (24)

式中，2ϵλk+1(k = 0, · · · , N − 1) 为时变的拉格朗日乘子。需要注意的是此

时拉格朗日乘子由 λk+1 变为了 2ϵλk+1。但这并不改变问题的解，而只是

Prof. Yuan-Li Cai 19/68 Xi’an Jiaotong University

mailto:xjtu001@qq.com
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利用一个常数对拉格朗日乘子进行了缩放，从而使得问题的数学描述更加

简洁。

根据上小节介绍的动态约束优化，不难发现，J 关于 x0 和 wk 的驻点

方程为

2ϵλ0 +
∂ψ0

∂x0

= 0 (25)

2ϵλN = 0 (26)
∂Hk

∂wk

= 0 (27)

2ϵλk =
∂Hk

∂xk

(28)
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由 (25) 式可得

x0 = x̂0 + P0λ0 (29)

由 (26) 式可得

λN = 0 (30)

由 (27) 式可得

wk = Qkλk+1 (31)

代入到状态方程 (10)，则有

xk+1 = Fkxk +Qkλk+1 (32)
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令

θ =
1

ϵ
(33)

由 (28) 式可导出

λk = FT
k λk+1 + θS̄k(xk − x̂k) +HT

k R
−1
k (yk −Hkxk) (34)

考虑到 x0 = x̂0 + P0λ0，我们假定

xk = µk + Pkλk (35)
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式中，µk 和 Pk 待定，但它们的初值分别由初始估计 µ0 = x̂0 和权重矩阵

P0 决定。将 (35) 代入 (32)，可以得到

µk+1 + Pk+1λk+1 = Fkµk + FkPkλk +Qkλk+1 (36)

将 (35) 代入 (34)，可得

λk = FT
k λk+1 + θS̄k(µk + Pkλk − x̂k) +HT

k R
−1
k [yk −Hk(µk + Pkλk)]

(37)

上式可以进一步整理为

λk =[I − θS̄kPk +HT
k R

−1
k HkPk]

−1

× [FT
k λk+1 + θS̄k(µk − x̂k) +HT

k R
−1
k (yk −Hkµk)]
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将上式代入 (36)，可导出

µk+1 + Pk+1λk+1 =Fkµk +Qkλk+1 + FkPk[I − θS̄kPk +HT
k R

−1
k HkPk]

−1×

× [FT
k λk+1 + θS̄k(µk − x̂k) +HT

k R
−1
k (yk −Hkµk)]

由上式，可导出

µk+1 − Fkµk − FkPk[I − θS̄kPk +HT
k R

−1
k HkPk]

−1×

×[θS̄k(µk − x̂k) +HT
k R

−1
k (yk −Hkµk)] =

[−Pk+1 + FkPk[I − θS̄kPk +HT
k R

−1
k HkPk]

−1
FT
k +Qk]λk+1 (38)

在假设的解式 (35) 中，我们未对 µk 和 Pk 的取值引入任何限制。式

(38) 等式两边都等于 0，（38) 仍然成立。
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令 (38) 等式左边为 0，可导出

µk+1 = Fkµk+FkPk[I − θS̄kPk +HT
k R

−1
k HkPk]

−1× (39)

× [θS̄k(µk − x̂k) +HT
k R

−1
k (yk −Hkµk)] (40)

这是关于 µk 的演化方程，其初始条件为

µ0 = x̂0 (41)

令 (38) 等式右边为 0, 可导出

Pk+1 = FkPk[I − θS̄kPk +HT
k R

−1
k HkPk]

−1
FT
k +Qk = FkP̃kF

T
k +Qk (42)
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这是关于 Pk 的演化方程，式中 P̃k 的定义为

P̃k = Pk[I − θS̄kPk +HT
k R

−1
k HkPk]

−1
= [P−1

k − θS̄k +HT
k R

−1
k Hk]

−1 (43)

公式 (43) 表明，如果 Pk、Sk 和 Rk 均为对称矩阵，那么 P̃k 也是对称

矩阵。从 (42) 可以看出，如果 Qk 也是对称矩阵，则 Pk+1 对称。所以如

果 P0、Qk、Rk 和 Sk 均为对称矩阵，那么 P̃k 和 Pk 也是对称的。
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优化目标函数 J 的最优解 x0 和 wk 的求解过程可以总结如下：

x0 =x̂0 + P0λ0 (44)

wk =Qkλk+1 (45)

λk =[I − θS̄kPk +HT
k R

−1
k HkPk]

−1×

× [FT
k λk+1 + θS̄k(µk − x̂k) +HT

k R
−1
k (yk −Hkµk)], λN = 0 (46)

Pk+1 =FkPk[I − θS̄kPk +HT
k R

−1
k HkPk]

−1
FT
k +Qk, P0 = P0 (47)

µk+1 =Fkµk + FkPk[I − θS̄kPk +HT
k R

−1
k HkPk]

−1×

× [θS̄k(µk − x̂k) +HT
k R

−1
k (yk −Hkµk)], µ0 = x̂0 (48)
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2.2 关于 x̂k 和 yk 的驻点

假定 x0 和 wk 已经取得最大值的前提下，本小节的问题是寻找

J = ψ(x0) +
∑N−1

k=0 Lk（满足约束条件 xk+1 = Fkxk +wk）关于 x̂k 和 yk

的驻点。根据 (35) 和初始条件 (41)，可以得到

λk = P−1
k (xk − µk) (49)

λ0 = P−1
0 (x0 − x̂0) (50)
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由此可知

∥λ0∥2P0
= λT

0 P0λ0

= (x0 − x̂0)
TP−T

0 P0P
−1
0 (x0 − x̂0)

= (x0 − x̂0)
TP−1

0 (x0 − x̂0)

= ∥x0 − x̂0∥2P−1
0

因此，性能指标 (23) 可以改写为

J = −ϵ∥λ0∥2P0
+

N−1∑
k=0

[∥xk − x̂k∥2S̄k
− ϵ(∥wk∥2Q−1

k
+ ∥yk −Hkxk∥2R−1

k
)] (51)

Prof. Yuan-Li Cai 29/68 Xi’an Jiaotong University

mailto:xjtu001@qq.com


2 H∞ 滤波算法 鲁棒 H∞ 滤波

将 (35) 代入上式，有

J =− ϵ∥λ0∥2P0
+ (52)

+
N−1∑
k=0

[∥µk + Pkλk − x̂k∥2S̄k
− ϵ(∥wk∥2Q−1

k
+ ∥yk −Hk(µk + Pkλk)∥2R−1

k
)]

(53)

将 (31) 式代入 ∥wk∥2Q−1
k

，得到

∥wk∥2Q−1
k

= λT
k+1Q

T
kQ

−1
k Qkλk+1 = λT

k+1Qkλk+1 (54)
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于是，式 (53) 可以重写为

J =− ϵ∥λ0∥2P0
− ϵ

N−1∑
k=0

∥λk+1∥2Qk
+

+
N−1∑
k=0

[∥µk + Pkλk − x̂k∥2S̄k
− ϵ∥yk −Hk(µk + Pkλk)∥2R−1

k
] (55)

由于 λN = 0，可以得到如下等式

N∑
k=0

λT
kPkλk −

N−1∑
k=0

λT
kPkλk = 0 (56)
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上式可以改写为

0 = λT
0 P0λ0 +

N∑
k=1

λT
kPkλk −

N−1∑
k=0

λT
kPkλk

= λT
0 P0λ0 +

N−1∑
k=0

λT
k+1Pk+1λk+1 −

N−1∑
k=0

λT
kPkλk

= −ϵ∥λ0∥2P0
− ϵ

N−1∑
k=0

(λT
k+1Pk+1λk+1 − λT

kPkλk)
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性能指标 (55) 左右端分别减去上式左右端，有

J =
N−1∑
k=0

[∥µk + Pkλk − x̂k∥2S̄k
− ϵ∥yk −Hk(µk + Pkλk)∥2R−1

k
]

− ϵ
N−1∑
k=0

∥λk+1∥2Qk
+ ϵ

N−1∑
k=0

(λT
k+1Pk+1λk+1 − λT

kPkλk)

=
N−1∑
k=0

[(µk − x̂k)
TS̄k(µk − x̂k) + 2(µk − x̂k)

TS̄kPkλk + λT
kPkS̄kPkλk

+ ϵλT
k+1(Pk+1 −Qk)λk+1 − ϵλT

kPkλk − ϵ(λk −Hkµk)
TR−1

k (yk −Hkµk)

+ 2ϵ(yk −Hkµk)
TR−1

k HkPkλk − ϵλT
kPkH

T
k R

−1
k HkPkλk] (57)

考虑上式中的 λT
k+1(Pk+1 −Qk)λk+1 项，将 Pk+1 表达式 (42) 代入其中，可
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得

λT
k+1(Pk+1 −Qk)λk+1 = λT

k+1(Qk + FkP̃kF
T
k −Qk)λk+1 = λT

k+1FkP̃kF
T
k λk+1

根据 (37) 式，有

FT
k λk+1 = λk − θS̄k(µk + Pkλk − x̂k) +HT

k R
−1
k [yk −Hk(µk + Pkλk)]

(58)
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因此

λT
k+1(Pk+1 −Qk)λk+1

={λk − θS̄k(µk + Pkλk − x̂k) +HT
k R

−1
k [yk −Hk(µk + Pkλk)]}

T
P̃k

× {λk − θS̄k(µk + Pkλk − x̂k) +HT
k R

−1
k [yk −Hk(µk + Pkλk)]}

={λT
k (I − θPkS̄k + PkH

T
k R

−1
k Hk)− θ(µk − x̂k)

TS̄k − (yk −Hkµk)
TR−1

k Hk}P̃k

× {λT
k (I − θPkS̄k + PkH

T
k R

−1
k Hk)− θ(µk − x̂k)

TS̄k − (yk −Hkµk)
TR−1

k Hk}
T
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因为 (I − θPkS̄k + PkH
T
k R

−1
k Hk) = PkP̃

−1
k ，代入上式可得

λT
k+1(Pk+1 −Qk)λk+1

={λT
kPkP̃

−1
k − θ(µk − x̂k)

TS̄k − (yk −Hkµk)
TR−1

k Hk}

× P̃k{λT
kPkP̃

−1
k − θ(µk − x̂k)

TS̄k − (yk −Hkµk)
TR−1

k Hk}
T

=λT
kPkP̃

−1
k Pkλk − θ(µk − x̂k)

TS̄kPkλk − (yk −Hkµk)
TR−1

k HkPkλk

− θλkPkS̄k(µk − x̂k) + θ2(µk − x̂k)
TS̄kP̃kS̄k(µk − x̂k)

+ θ(yk −Hkµk)
TR−1

k HkP̃kS̄k(µk − x̂k)− λT
kPkH

T
k R

−1
k (yk −Hkµk)

+ θ(µk − x̂k)
TS̄kP̃kH

T
k R

−1
k (yk −Hkµk)

+ (yk −Hkµk)
TR−1

k HkP̃kH
T
k R

−1
k (yk −Hkµk)
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这里需要注意的是，上式的结果是一个标量，即等式右边的每一项均为标

量。由于是标量，所以有

θ(µk − x̂k)
TS̄kPkλk = θλT

kPkS̄k(µk − x̂k)

因此，上面等式可以重写为

λT
k+1(Pk+1 −Qk)λk+1

=λT
kPkP̃

−1
k Pkλk − 2θ(µk − x̂k)

TS̄kPkλk

− 2(yk −Hkµk)
TR−1

k HkPkλk + θ2(µk − x̂k)
TS̄kP̃kS̄k(µk − x̂k)

+ 2θ(µk − x̂k)
TS̄kP̃kH

T
k R

−1
k (yk −Hkµk)

+ (yk −Hkµk)
TR−1

k HkP̃kH
T
k R

−1
k (yk −Hkµk) (59)
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从 (43) 式可以得到

P̃−1
k = [I − θS̄kPk +HT

k R
−1
k HkPk]P

−1
k = P−1

k [I − θPkS̄k + PkH
T
k R

−1
k Hk]

因此

λT
kPkP̃

−1
k Pkλk =λT

k [I − θPkS̄k + PkH
T
k R

−1
k Hk]Pkλk

=λT
kPkλk − θλT

kPkS̄kPkλk + λT
kPkH

T
k R

−1
k HkPkλk
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将上式代入 (59) 式中，得到

λT
k+1(Pk+1 −Qk)λk+1

=λT
kPkλk − θλT

kPkS̄kPkλk + λT
kPkH

T
k R

−1
k HkPkλk − 2θ(µk − x̂k)

TS̄kPkλk

− 2(yk −Hkµk)
TR−1

k HkPkλk + θ2(µk − x̂k)
TS̄kP̃kS̄k(µk − x̂k)

+ 2θ(µk − x̂k)
TS̄kP̃kH

T
k R

−1
k (yk −Hkµk)

+ (yk −Hkµk)
TR−1

k HkP̃kH
T
k R

−1
k (yk −Hkµk)
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将上式代入 (57) 式，有

J =
N−1∑
k=0

[(µk − x̂k)
TS̄k(µk − x̂k)− ϵ(yk −Hkµk)

TR−1
k (yk −Hkµk)

+ θ(µk − x̂k)
TS̄kP̃kS̄k(µk − x̂k) + 2(µk − x̂k)

TS̄kP̃kH
T
k R

−1
k (yk −Hkµk)

+ ϵ(yk −Hkµk)
TR−1

k HkP̃kH
T
k R

−1
k (yk −Hkµk)]

=
N−1∑
k=0

[(µk − x̂k)
T(S̄k + θS̄kP̃kS̄k)(µk − x̂k)

+ 2(µk − x̂k)
TS̄kP̃kH

T
k R

−1
k (yk −Hkµk)

+ ϵ(yk −Hkµk)
T(R−1

k HkP̃kH
T
k R

−1
k −R−1

k )(yk −Hkµk)]

现在我们来回顾本小节的目标：找出 J 关于 x̂k 和 yk 的驻点。利用上
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式，求 J 关于 x̂k 和 yk 的偏导数并令其等于零，可以得到如下方程

∂J

∂x̂k

= 2(S̄k + θS̄kP̃kS̄k)(x̂k − µk) + 2S̄kP̃kH
T
k R

−1
k (Hkµk − yk) = 0 (60)

∂J

∂yk

= 2ϵ(R−1
k HkP̃kH

T
k R

−1
k −R−1

k )(yk −Hkµk) + 2R−1
k HkP̃kS̄k(µk − x̂k) = 0

(61)

当 x̂k = µk 以及 yk = Hkµk 时，上述方程组显然成立。

上述驻点条件是最优的必要条件，为了验证 x̂k = µk 是我们所求的最

优解，我们可以导出 J 关于 x̂k 的二阶导数

∂2J

∂x̂2
k

= 2(S̄k + θS̄kP̃kS̄k) (62)
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如果 (S̄k + θS̄kP̃kS̄k) > 0，那么 x̂k 为极小值点。通常情况下，S̄k 的正定

性可以保证，如果 P̃k 正定则 x̂k 为极小值点。

根据式中 P̃k 的定义 (43) 可知，x̂k 为极小值点的条件为

(P−1
k − θS̄k +HT

k R
−1
k Hk)

−1
> 0

等价于

(P−1
k − θS̄k +HT

k R
−1
k Hk) > 0

其中，P−1
k 、θS̄k 和 HT

k R
−1
k Hk 均正定。因此，为了保证正定性，θS̄k 应尽

可能小。为了使 θS̄k 变小，可采用如下 3 种方式：
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1）θ = 1/ϵ 变小可以使 θS̄k 变小，这意味着 (15) 或 (16) 式中定义的性

能要求不能太严格。如果性能要求不是很严格，可以求解；反之，则无法

求解。

2）Lk 变小可以使 θS̄k 变小。这个结论是根据式中 S̄k 和 Lk 的关系得

出的。目标函数的分子为

(xk − x̂k)
TLT

k SkLk(xk − x̂k)

Lk 变小可以使目标函数的分子变小，最小化目标函数将变得容易；Lk 过

大可能会导致问题无解。

3）Sk 变小可以使 θS̄k 变小。与上面的结论类似，Sk 变小可以使目标

函数的分子变小，最小化目标函数将变得容易；Sk 过大可能会导致问题无

解。
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2.3 H∞ 鲁棒滤波算法小结

总结以上两小节的结果，我们即可建立所谓的 H∞ 鲁棒滤波算法。

系统模型

考虑如下动态系统及输出方程
xk+1 = Fkxk +wk

yk = Hkxk + vk

zk = Lkxk

(63)

式中，wk 和 vk 分别表示过程噪声和量测噪声，目标是估计状态 xk。

目标函数
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选取合适的初始估计及权重矩阵，构造如下目标函数

J1 =

∑N−1
k=0 ∥zk − ẑk∥2Sk

∥x0 − x̂0∥2P−1
0

+
∑N−1

k=0 (∥wk∥2Q−1
k

+ ∥vk∥2R−1
k
)

(64)

式中，矩阵 P0，Qk，Rk 和 Sk 均为正定对称矩阵。

滤波算法

将 x̂k = µk 代入 (48)，并令

Kk = Pk[I − θS̄kPk +HT
k R

−1
k HkPk]

−1
HT

k R
−1
k

可得

x̂k+1 = Fkx̂k + FkKk(yk −Hkx̂k), x̂0 = x̂0
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考虑到 Pk 的计算公式 (47) 以及 S̄k 的计算公式 (22)，如下称为 H∞

滤波的递推滤波算法使目标函数 J1 小于 ϵ，其中 θ = 1/ϵ。 x̂k+1 = Fkx̂k + FkKk(yk −Hkx̂k), x̂0 = x̂0

Pk+1 = FkPk[I − θS̄kPk +HT
k R

−1
k HkPk]

−1
FT
k +Qk, P0 = P0

(65)

式中  Kk = Pk[I − θS̄kPk +HT
k R

−1
k HkPk]

−1
HT

k R
−1
k

S̄k = LT
k SkLk

(66)

需要注意，H∞ 滤波能够求解问题的前提条件是：在每个采样时刻 k，

不等式 P−1
k − θS̄k +HT

k R
−1
k Hk > 0 成立。
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3. H∞ 滤波和卡尔曼滤波的区别和联系

为了比较 H∞ 滤波与卡尔曼滤波，这里我们简要回顾卡尔曼滤波器的

另外一种形式——基于一步预测的卡尔曼滤波算法。仍考虑 (10) 和 (11)
描述的线性动态系统，假设 wk 和 vk+1 为不相关的零均值高斯分布白噪

声，协方差分别为 Qk 和 Rk+1。

根据卡尔曼滤波理论，我们有

x̂k+1|k = Fkx̂k|k (67)

Pk+1|k = FkPk|kF
T
k +Qk (68)
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x̂k+1|k+1 = x̂k+1|k +Kk+1(yk+1 −Hk+1x̂k+1|k) (69)

= Pk+1k+1[P
−1
k+1|kx̂k+1|k +HT

k+1R
−1
k+1yk+1]

其中

Pk+1k+1 = [P−1
k+1|k +HT

k+1R
−1
k+1Hk+1]

−1 (70)

Kk+1 = [P−1
k+1|k +HT

k+1R
−1
k+1Hk+1]

−1
HT

k+1R
−1
k+1

= Pk+1|k[I +HT
k+1R

−1
k+1Hk+1Pk+1|k]

−1HT
k+1R

−1
k+1 (71)
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将 (70) 代入 (68)，可知

Pk+1|k = FkPk|kF
T
k +Qk

= Fk[P
−1
k|k−1 +HT

k R
−1
k Hk]

−1FT
k +Qk

= FkPk|k−1[I +HT
k R

−1
k HkPk|k−1]

−1FT
k +Qk (72)

由 (67) 和 (69) 有

x̂k+1|k = Fkx̂k|k = Fkx̂k|k−1 + FkKk(yk −Hkx̂k|k−1) (73)
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综上，一步预测形式的卡尔曼滤波方程可表示为

x̂k+1|k = Fkx̂k|k−1 + FkKk(yk −Hkx̂k|k−1) (74)

Kk = Pk|k−1(I +HT
k R

−1
k HkPk|k−1)

−1
HT

k R
−1
k (75)

Pk+1|k = Fk−1Pk|k−1(I +HT
k R

−1
k HkPk|k−1)

−1
FT
k +Qk (76)

我们知道，卡尔曼滤波器除了需要知道知状态转移矩阵 Fk 和量测矩阵

Hk 外，需要知道过程噪声 wk 和量测噪声 vk 在每一时刻的均值（标准算

法中假设为 0）以及协方差矩阵 Qk 和 Rk。只有当噪声服从高斯分布时，

卡尔曼滤波器是最小方差估计器；当噪声非高斯分布时，卡尔曼滤波器是

线性最小方差估计器。
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对比分析 (65)、(66) 和 (74)∼(76)，可以发现 H∞ 滤波算法与卡尔曼滤

波算法之间的区别和联系：

1. 在 H∞ 滤波算法中，Qk、Rk 和 P0 等权重矩阵是设计参数，需要根据

过程扰动 wk、量测扰动 vk 和初始估计误差 (x0 − x̂0) 幅度的先验信

息事先设置；而在卡尔曼滤波算法中，认为 wk、vk 和 (x0 − x̄0) 服

从均值为零的高斯分布，Qk、Rk 和 P0 分别是它们各自已知的协方差

矩阵。
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2. 在 H∞ 滤波中取 Lk = Sk = I，对应于对状态变量全体进行估计，同

时同等对待所有的估计误差。此时。当取 ϵ = +∞(θ = 0)，H∞ 滤波

变为卡尔曼滤波。由此可以重新定义卡尔曼滤波，即卡尔曼滤波为式

(64) 表示的性能指标上界为 ∞ 时的 min-max 滤波。尽管卡尔曼滤波

能够最小化估计误差方差，但是并不能限制最差情况下的估计误差。

因此，卡尔曼滤波不能保证目标函数的界限。

3. 卡尔曼滤波和 H∞ 滤波算法有一个很有趣的区别。如果想利用卡尔曼

滤波估计状态的线性组合，与不考虑线性组合情况下是一致的。也就

是说，如果我们利用卡尔曼滤波估计 Lkxk，那么结果与我们选择的

Lk 矩阵无关。然而，当我们使用 H∞ 滤波时，结果与 Lk 和我们想要

估计的状态组合有很大关系。
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4. 观察 (65) 和 (66) 式，当去掉 Kk 和 Pk+1 方程中的 θS̄kPk 项后，H∞

滤波算法形式上变为卡尔曼滤波完全一样。

5. 在卡尔曼滤波中，对于未建模的动态系统和噪声，可以通过增大 Qk

以改善卡尔曼滤波的鲁棒性。这样做会使得协方差矩阵 Pk+1|k 增大，

同时使得卡尔曼滤波增益矩阵 Kk 变大。

6. 在 H∞ 滤波中，从 (65) 式可以看出，Pk+1 等式右边 (−θS̄kPk) 项相当

于变大 Pk+1。类似地，也会使得矩阵 Kk 变大。

以上分析表明，H∞ 滤波器可以认为是一种鲁棒的卡尔曼滤波器。但

Pk+1 不再具备估计误差协方差的含义！
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为了直观上比较卡尔曼滤波算法和 H∞ 滤波算法，下面给出一个简单

算例。

Example 3.1 考虑标量系统
xk+1 = xk + wk

yk = xk + vk

zk = xk

其中，wk ∼ N (0, 1), vk ∼ N (0, 1)。对照上面介绍的算法，令 Fk = Hk =

Lk = 1, Qk = Rk = Sk = 1。
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标称条件仿真 假设初始状态 x0 = 0 ，在系统模型参数和噪声统计特性均

已知的条件下，分别采用标准卡尔曼滤波和 H∞ 滤波算法进行 100 次蒙特
卡洛仿真实验，状态估计仿真结果对比见图1，均方根误差 (RSME) 结果比
较见图2。不同 θ 取值下 H∞ 滤波平均均方根误差结果比较如表1所示，表
中也给出了标准卡尔曼滤波的平均均方根误差。

Table 1: 标称条件平均均方根误差结果比较

方法 卡尔曼滤波
H∞ 滤波 (不同 θ 值)

0 1/10 1/3 7/16 1/2

平均均方根误差 0.7954 0.7954 0.8026 0.8580 0.9193 0.9576

噪声统计特性未知情况仿真 同样假设初始状态 x0 = 0 ，在过程噪声统
Prof. Yuan-Li Cai 55/68 Xi’an Jiaotong University

mailto:xjtu001@qq.com


3 H∞ 滤波和卡尔曼滤波的区别和联系 鲁棒 H∞ 滤波

Figure 1: 标称条件滤波结果比较 Figure 2: 标称条件均方根误差比较

计特性未知条件下（真实过程噪声均值取 10），分别采用标准卡尔曼滤波
和 H∞ 滤波算法进行 100 次蒙特卡洛仿真实验，状态估计仿真结果对比见
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图3，均方根误差 (RSME) 结果比较见图4。不同 θ 取值下 H∞ 滤波平均均

方根误差结果比较如表2所示，表中也给出了标准卡尔曼滤波的平均均方
根误差。

Table 2: 过程噪声统计特性未知平均均方根误差结果比较

方法 卡尔曼滤波
H∞ 滤波 (不同 θ 值)

0 1/10 1/3 7/16 1/2

平均均方根误差 5.7441 5.7441 4.6687 2.2215 1.1936 0.9995

分析上述两组仿真实验结果，不难发现：

1. 在标称条件下，即已知系统参数及噪声统计特性时，卡尔曼滤波的估
计精度高于 H∞ 滤波；
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Figure 3: 过程噪声统计特性未知滤波结果

比较

Figure 4: 过程噪声统计特性未知均方根误

差比较
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2. 在滤波器设计参数明显不同于实际参数时，卡尔曼滤波性能下降很多；
而合适选择 θ 值，H∞ 滤波可以获得接近最优的估计精度；

3. 当取 θ = 0 时，即 ϵ = +∞，H∞ 滤波等同于卡尔曼滤波；

4. 当系统参数及噪声统计特性存在不确定性时，H∞ 滤波的估计精度随

θ 取值的增大而提高；但太大的 θ 取值，H∞ 滤波不存在可行解。

□
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