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OUTLINE 【容积卡尔曼滤波及其改进算法】

考虑如下离散时间非线性系统：

xk = f(xk−1) +wk−1 (1)

yk = h(xk) + vk (2)

式中：f(·)：Rnx → Rnx，h(·)：Rnx → Rny。xk 是维数为 nx 的状态向量，

yk 是维数为 ny 的量测. 假设过程噪声 wk−1 和量测噪声 vk 相互独立, 且

wk−1 ∼ N (0,Qk−1),vk ∼ N (0,Rk)。
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1 贝叶斯递推滤波框架 【容积卡尔曼滤波及其改进算法】

1. 贝叶斯递推滤波框架

在 k − 1 时刻，假设状态 xk−1 近似服从高斯分布，已经获得了

xk−1 ∼ p(xk−1|Yk−1) = N (x̂k−1,Pk−1)。
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1 贝叶斯递推滤波框架 【容积卡尔曼滤波及其改进算法】

1.1 时间更新

下面，我们用上标“-”表示一步预测相关量。

x̂−
k = E[xk|Yk−1]

= E[f(xk−1) +wk−1|Yk−1] = E[f(xk−1)|Yk−1]

=

∫
Rnx

f(xk−1)p(xk−1|Yk−1)dxk−1 =

∫
Rnx

f(xk−1)N (x̂k−1,Pk−1)dxk−1

(3)

P−
k = E[(xk − x̂−

k )(xk − x̂
−
k )

T|Yk−1]

=

∫
Rnx

f(xk−1)f
T(xk−1)N (x̂k−1,Pk−1)dxk−1 − x̂−

k (x̂
−
k )

T
+Qk−1 (4)
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1 贝叶斯递推滤波框架 【容积卡尔曼滤波及其改进算法】

1.2 量测更新

如果近似认为 xk ∼ N (x̂−
k ,P

−
k )，于是可求出量测预测和新息方差：

ŷ−
k = E[yk|Yk−1] =

∫
Rn−x

h(xk−1)N (x̂−
k ,P

−
k )dxk (5)

Pyy,k =

∫
Rnx

h(xk−1)h
T(xk−1)N (x̂−

k ,P
−
k )dxk − ŷ−

k (ŷ
−
k )

T +Rk (6)
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1 贝叶斯递推滤波框架 【容积卡尔曼滤波及其改进算法】

那么，可以认为似然密度函数服从高斯分布 p(yk|Yk) = N (ŷ−
k ,Pyy,k)。进

一步可导出

Pxy,k =

∫
Rnx

xkh
T(xk)N (x̂−

k ,P
−
k )dxk − x̂−

k ŷ
−
k (7)

Kk = Pxy,k(Pyy,k)
−1 (8)

x̂k = x̂
−
k +Kk(yk − ŷ−

k ) (9)

Pk = P
−
k −KkPyy,kK

T
k (10)

最后，k 时刻的后验概率密度近似地为 p(xk|Yk) = N (x̂k,Pk)。

Dr. Yuan-Li Cai 7/71 Xi’an Jiaotong University

mailto:xjtu001@qq.com


2 容积数值积分 【容积卡尔曼滤波及其改进算法】

2. 容积数值积分

在上述贝叶斯滤波框架下，状态估计的核心是计算式 (3)-(7) 中的多维

积分，即非线性滤波的关键是非线性函数和高斯概率密度乘积的积分问题。

考虑如下非线性函数的带权积分问题：

I(f) =

∫
Rnx

f(x)e−x
Txdx (11)

式中：I(f) 为所求积分，x ∈ Rnx，Rnx 为积分域，f(x) 为非线性函数。
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2 容积数值积分 【容积卡尔曼滤波及其改进算法】

式 (11) 的积分可使用基于容积原则的数值积分方法进行求解。首先，

令 x = rs, 取 sTs = 1, 那么 xTx = r2, r ∈ [0,∞)，于是式 (11) 变换为球

形-径向积分形式，即

I(f) =

∫ +∞

0

∫
Un

f(rs)rn−1 exp(−r2)dσ(s)dr (12)

式中，Un =
{
s ∈ Rn|sTs = 1

}
（球面），σ(·) 为 Un 的面积单元。

令

S(r) =

∫
Un

f(rs)dσ(s) (13)
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2 容积数值积分 【容积卡尔曼滤波及其改进算法】

式 (12) 可表示为

I(f) =

∫ ∞

0

S(r)rn−1 exp(−r2)dr (14)

该式称为径向积分。

式 (13) 的球形积分可使用基于球形容积原则的数值积分方法近似为

S(r) =

∫
Un

f(rs)dσ(s) =
ms∑
j=1

bjf(rsj) (15)

式中：ms 为积分点数。

若使用三阶球形容积原则，相关参数为：ms = 2nx，bj = An

2n
，其中

An = 2
√
πn

Γ(n/2)
，Γ(n/2) =

∫∞
0

xn−1 exp(−x)dx。
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2 容积数值积分 【容积卡尔曼滤波及其改进算法】

sj = [1]j 表示积分点，产生方式为：记 nx 维单位向量为 e = [1, 0, · · · 0]T，

使用 [1] 表示对 e 的元素进行全排列和改变元素符号产生的点集，称为完

整全对称点集，[1]j 表示点集中 [1] 的第 j 个点。

以 nx = 3 为例，[1] 表示所示的点集如下：

1

0

0

 ,


0

1

0

 ,


0

0

1

 ,


−1

0

0

 ,


0

−1

0

 ,


0

0

−1



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2 容积数值积分 【容积卡尔曼滤波及其改进算法】

使用基于高斯积分原则的数值积分方法来近似计算径向积分 (14)，可

表示为

I(f) =

∫ +∞

0

S(r)rn−1 exp(−r2)dr =
mr∑
i=1

aiS(ri) (16)

式中：mr 为积分点数。如果采用一阶高斯-塞德尔积分，那么 mr = 1，

a1 = Γ(n/2)/2，r1 =
√

n/2。

基于 (15) 和 (16) 可获得 (12) 的 3 阶球形-径向数值积分近似：∫
Rnx

f(x) exp(−xTx)dx ≈
2nx∑
i=1

√
πnx

2nx
f(

√
nx
2
[1]i) (17)
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2 容积数值积分 【容积卡尔曼滤波及其改进算法】

使用 (17) 式可求得标准正态分布函数的 3 阶球形-径向数值积分如下：

IN (f) =

∫ nx

R
f(x)Nx(0, I)dx =

m∑
i=1

ωif(ξi) (18)

式中：ξi 为基本容积点，ωi 为容积点对应的权值。ξi 和 ωi 的取值分别为

ξi =

√
m

2
[1]i, ωi =

1

m
, i = 1, 2, · · · ,m = 2nx (19)

(18) 式中，权值为标准正态分布函数。对于一般的正态分布函数

Nx(µ,Σ)，对应的非线性积分为∫
Rnx

f(x)Nx(µ,Σ)dx =
1√
|2πΣ|

∫
Rnx

f(x)e−
1
2
(x−µ)TΣ−1(x−µ)dx (20)
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2 容积数值积分 【容积卡尔曼滤波及其改进算法】

分解 Σ =
√
Σ
√
Σ

T
，然后进行变换 x =

√
Σy + µ，上式可化为∫

Rnx

f(x)Nx(µ,Σ)dx =
1√
|2πΣ|

∫
Rnx

f(
√
Σy + µ)

√
|Σ|e−

1
2
yTydy

=

∫
Rnx

f(
√
Σy + µ)Ny(0, I)dy (21)

由 (18) 式，可得上式的 3 阶球形-径向数值积分近似解：∫
Rnx

f(x)Nx(µ,Σ)dx≈
m∑
i=1

ωif(
√
Σξi + µ) (22)
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3 容积卡尔曼滤波算法 【容积卡尔曼滤波及其改进算法】

3. 容积卡尔曼滤波算法

基于容积积分原则的卡尔曼滤波方法，即称为容积卡尔曼滤波方法

（Cubature Kalman Filter ，CKF）。

若 k − 1 时刻的后验概率为 p(xk−1|Yk−1) ∼ N (x̂k−1,Pk−1)，容积卡尔

曼滤波算法步骤如下：
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3 容积卡尔曼滤波算法 【容积卡尔曼滤波及其改进算法】

3.1 时间更新

3.1.1 计算方差的平方根和容积点

Sk−1 = chol{Pk−1} (23)

Xj,k−1 = Sk−1ξj + x̂k−1 (24)

式中，chol 表示矩阵的 Cholesky 分解。
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3 容积卡尔曼滤波算法 【容积卡尔曼滤波及其改进算法】

3.1.2 计算通过非线性状态方程传播的容积点

X∗
j,k = f(Xj,k−1) (25)

3.1.3 计算状态预测及其方差

x̂−
k =

m∑
j=1

ωjX
∗
j,k (26)

P−
k =

m∑
j=1

ωjX
∗
j,kX

∗T
j,k − x̂−

k x̂
−T
k +Qk−1 (27)
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3 容积卡尔曼滤波算法 【容积卡尔曼滤波及其改进算法】

3.2 量测更新

3.2.1 计算预测方差的平方根和容积点

S−
k = chol(P−

k ) (28)

Xj,k = S
−
k ξj + x̂

−
k (29)

3.2.2 计算通过非线性量测方程传播的容积点

Zj,k = h(Xj,k) (30)
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3 容积卡尔曼滤波算法 【容积卡尔曼滤波及其改进算法】

3.2.3 计算量测预测、新息方差和协方差估计

ŷ−
k =

m∑
j=1

ωjZj,k (31)

Pyy,k =
m∑
j=1

ωjZj,kZ
T
j,k − ŷ−

k ŷ
−T
k +Rk (32)

Pxy,k =
m∑
j=1

ωjXj,kZ
T
j,k − x̂−

k ŷ
−T
k (33)
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3 容积卡尔曼滤波算法 【容积卡尔曼滤波及其改进算法】

3.2.4 计算增益，状态和协方差估计

Kk = Pxy,k[Pyy,k]
−1 (34)

x̂k = x̂
−
k +Kk(yk − ŷ−

k ) (35)

Pk = Pk −KkPyy,kK
T
k (36)

上述公式 (23) ∼ (36) 便构成了基本的容积卡尔曼滤波算法，初始条件

为 x̂0 = x̄0, P0 = Cov(x0)。
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4 平方根容积卡尔曼滤波算法 【容积卡尔曼滤波及其改进算法】

4. 平方根容积卡尔曼滤波算法

容积卡尔曼滤波算法中，每一步滤波时需要对方差矩阵进行 Cholesky
分解。为了提高算法的数值稳定性和鲁棒性，可建立平方根容积卡尔曼滤

波算法。

若 k − 1 时刻的后验概率为 p(xk−1|Yk−1) ∼ N (x̂k−1,Pk−1)，且获得了

方差矩阵 Pk−1 的平方根矩阵 Sk−1，即 Pk−1 = Sk−1S
T
k−1，则平方根容积

卡尔曼滤波算法的步骤如下：
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4 平方根容积卡尔曼滤波算法 【容积卡尔曼滤波及其改进算法】

4.1 时间更新

1) 计算容积点

Xj,k−1 = Sk−1ξj + x̂k−1 (37)

2) 计算通过状态方程传播的容积点

X∗
j,k = f(Xj,k−1) (38)
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4 平方根容积卡尔曼滤波算法 【容积卡尔曼滤波及其改进算法】

3) 计算状态预测和预测方差矩阵的平方根

x̂−
k =

m∑
i=1

ωiX
∗
i,k (39)

S−
k = Tria([χ∗

k ,SQ,k−1]) (40)

式中：SQ,k−1 = chol(Qk−1)，Tria() 表示对矩阵进行三角化，获得一方阵。

矩阵 χ∗
k 定义为

χ∗
k = m− 1

2 [X∗
1,k − x̂−

k ,X
∗
2,k − x̂−

k , · · · ,X
∗
m,k − x̂−

k ] (41)
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4 平方根容积卡尔曼滤波算法 【容积卡尔曼滤波及其改进算法】

4.2 测量更新

1) 计算容积点

Xj,k = S
−
k ξj + x̂

−
k (42)

2) 计算通过测量方程传播的容积点和测量预测

Zj,k = h(Xj,k) (43)

ŷ−
k =

m∑
i=1

ωiZi,k (44)
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4 平方根容积卡尔曼滤波算法 【容积卡尔曼滤波及其改进算法】

3) 计算新息方差的平方根和协方差

Szz,k = Tria([Ak,SR,k]) (45)

Pxy,k = χkA
T
k (46)

其中，SR,k = chol(Rk)，矩阵 χk 和 Ak 定义为

χk = m− 1
2 [X1,k − x̂−

k ,X2,k − x̂−
k , · · · ,Xm,k − x̂−

k ] (47)

Ak = m− 1
2 [Z1,k − ŷ−

k ,Z2,k − ŷ−
k , · · · ,Zm,k − ŷ−

k ] (48)
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4 平方根容积卡尔曼滤波算法 【容积卡尔曼滤波及其改进算法】

4) 计算增益以及 k 时刻的状态和方差的平方根估计

Kk = (Pxy,k/S
T
yy,j)/Szz,k (49)

x̂k = x̂
−
k +Kk(yk − ŷ−

k ) (50)

Sk = Tria([χk −KkAk,KkSR,k]) (51)

式中：符号 “/” 为矩阵的右除运算符。
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5 迭代容积卡尔曼滤波算法 【容积卡尔曼滤波及其改进算法】

5. 迭代容积卡尔曼滤波算法

定义代价函数

C(xk) = (xk − x̂−
k )

T(P−
k )−1(xk − x̂−

k ) + (yk − h(x̂−
k ))

TR−1
k (yk − h(x̂−

k ))

(52)

基于 Gauss-Newton 迭代算法，可导出求解 C(xk) 极小点的迭代公式

x̂
(i+1)
k = x̂−

k + P−
k H

(i)T
k [H

(i)
k P

−
k H

(i)T
k +Rk]

−1[yk − h(x̂(i)
k )−H(i)

k (x̂−
k − x̂(i)

k )]

(53)
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5 迭代容积卡尔曼滤波算法 【容积卡尔曼滤波及其改进算法】

其中，H(i)
k = ∂h(xk)

∂xk

∣∣∣
xk=x̂

(i)
k

。(H
(i)
k P

−
k H

(i)T
k +Rk)

−1 和 P−
k H

(i)T
k 是量测方

程线性化后获得的近似方差和协方差，即

P (i)
yy =H

(i)
k P

−
k H

(i)T
k +Rk

P (i)
xy = P−

k H
(i)T
k

H
(i)
k = (P (i)

xy )
T(P−

k )−1 (54)

(53) 式的迭代计算使用线性化误差传递。对于高度非线性的测量方程，

仅传递线性化误差，会增大估计误差，而使用统计线性化误差传递，可提

高状态估计的精度。

结合迭代计算、统计线性化误差传递和容积卡尔曼滤波算法，可建立

下述迭代容积卡尔曼滤波算法（ICKF）。
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5 迭代容积卡尔曼滤波算法 【容积卡尔曼滤波及其改进算法】

5.1 时间更新

该过程与前面一样，假设获得了预测估计和预测方差为 x̂−
k 和 P−

k 。
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5 迭代容积卡尔曼滤波算法 【容积卡尔曼滤波及其改进算法】

5.2 量测更新

量测更新是以 (x̂−
k ,P

−
k ) 为初始值的迭代过程。记第 i 次迭代的估计值

和方差为 x̂
(i)
k 和 P

(i)
k 。

S
(i)
k = chol(P

(i)
k )

X
(i)
j,k = Ŝ

(i)
k ξj + x̂

(i)
k

Z
(i)
j,k = h(X

(i)
j,k)
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ŷ
(i)
k =

m∑
j=1

ωjZ
(i)
j,k (55)

P
(i)
yy,k =

m∑
j=1

ωjZ
(i)
j,k(Z

(i)
j,k)

T − ŷ(i)
k (ŷ

(i)
k )T +Rk

P
(i)
xy,k =

m∑
j=1

ωjX
(i)
j,k(Z

(i)
j,k)

T − x̂(i)
k (ŷ

(i)
k )T

K
(i)
k = P

(i)
xy,k(P

(i)
yy,k)

−1

x̂
(i+1)
k = x̂−

k +K
(i)
k [yk − h(x̂i)− (P

(i)
xy,k)

T(P−
k )−1(x̂−

k − x̂(i)
k )] (56)

P
(i+1)
k = P−

k −K(i)
k (P

(i)
yy,k)(K

(i)
k )T (57)

(i = 0, 1, 2, · · ·Nmax)
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5.3 迭代终止条件

∥∥∥x(i+1)
k − x(i)

k

∥∥∥ ≤ ε 或 i = Nmax (58)

式中 ε 和 Nmax 为预先设置的阈值和最大迭代次数。

若迭代终止时迭代次数为 N，k 时刻的状态估计和协方差为

x̂k = x̂
(N)
k , Pk = P

(N)
k (59)
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6. 递推后验克拉美罗下限

状态的最小方差无偏估计量有一个下限，常用的是克拉美罗下限

（Cramer-Rao Lower Bound, CRLB），CRLB 比较容易确定且非常有效。
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6.1 后验克拉美罗下限

记 θ = [θ1, θ2, · · · , θr]T 为一个 r 维的随机待估参数，y 代表一组观测

数据，θ̂ 为基于观测数据 y 的参数 θ 的无偏估计。克拉美罗下限定义为

Fisher 信息矩阵 J 的逆：

P = E{[θ̂ − θ][θ̂ − θ]T} ≥ J−1 (60)

式中,Fisher 信息矩阵 J 的维数为 r × r。

若 θ 还是随机的，则后验克拉美罗下限 (Posterior CRLB, PCRLB) 为

Ji,j = E[−∂2 log py,θ(Y,Θ)

∂θi∂θj
], i, j = 1, · · · , r (61)
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式中,py,θ(Y,Θ) 为 (y,θ) 的联合概率分布。

引入一阶和二阶算子 ∇ 和 ∆:

∇θ = [
∂

∂θ1
, · · · , ∂

∂θr
]T

∆θ
ψ = ∇ψ∇T

θ =


∂2

∂ψ1∂θ1
∂2

∂ψ1∂θ2
· · · ∂2

∂ψ1∂θr... ... . . . ...
∂2

∂ψr∂θ1
∂2

∂ψr∂θ2
· · · ∂2

∂ψr∂θr


那么 Fisher 信息矩阵 J 可表示为

J = E[−∆θ
θ log py,θ(Y,Θ)] (62)
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若将 θ 分为两个部分 θ = [θT
αθ

T
β ]

T，信息矩阵 J 相应地写为 J =Jαα Jαβ

Jβα Jββ

，那么

Pβ = E{[gβ(x)− θβ][gβ(x)− θβ]T} ≥ [Jββ − JβαJ−1
αβ Jαβ]

−1 (63)

若 J−1
αα 存在，则矩阵 Jββ − JβαJ−1

ααJαβ 称为参数 θβ 的信息矩阵。
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6.2 递推后验克拉美罗下限

令 k 时刻所有状态为 Xk = (x0,x1, · · · ,xk)，所有测量为 Yk =

(y0,y1, · · · ,yk)，记 J(Xk) 为状态 Xk 的信息矩阵，Jk 为状态 xk 的信息

矩阵，则其结合状态过程为马尔科夫过程。联合概率密度函数 p(Xk,Yk)

满足如下等式:

p(Xk,Yk) = p(x0)
k∏
i=1

p( yi|xi)
k∏
j=1

p(xj|xj−1) (64)
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将 Xk 写成 Xk = [XT
k−1x

T
k ]

T，则 J(Xk) 为

J(Xk) =

Ak Bk

BT
k Ck

 =

E{∆Xk−1

Xk−1
log pk} E{∆xk

Xk−1
log pk}

E{∆Xk−1
xk

log pk} E{∆xk
xk

log pk}

 (65)

式中 pk = p(Xk,Yk)。根据 (63) 式，可知

Jk = Ck −BT
kA

−1
k Bk (66)

Xk+1 的信息矩阵 J(Xk+1) 为

J(Xk+1) =

 E{−∆Xk
Xk

log pk+1} E{−∆
xk+1

Xk
log pk+1}

E{−∆Xk
xk+1

log pk+1} E{−∆xk+1
xk+1

log pk+1}

 (67)

式中 pk+1 为 Xk+1 和 Yk+1 的联合概率密度函数。
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因此可得

− log pk+1 = − log pk − log p(xk+1|xk)− log p(yk+1|xk+1) (68)

把上式带入 (67) 式可得

J(Xk+1) = E{−∆
Xk
Xk

log pk+1} E{−∆
xk+1

Xk
log p(xk+1|xk)}

E{−∆
Xk
xk+1 log p(xk+1|xk)} E{−∆

xk+1
xk+1 log p(xk+1|Xk) +E{−∆

xk+1
xk+1 log p(yk+1|xk)}


(69)
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式中,

E{−∆
Xk
Xk

log pn+1} =

E{−∆
Xk
Xk−1

log pk} E{−∆
xk
Xk−1

log pk}

E{−∆
Xk−1
xk log pk} E{−∆

xk
xk log pk}+E{−∆

xk
xk log p(xk+1|xk)}


(70)

E{−∆
xk+1

Xk
log p(xk+1|xk)} =

 0

E{−∆
xk+1
xk log p(xk+1|xk)}

 (71)

E{−∆Xk
xk+1

log p(xk+1|xk)} =
[
0 E{−∆

xk
xk+1 log p(xk+1|xk)}

]
(72)
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记

D11
k = E{−∆xk

xk
log p(xk+1|xk)} (73)

D12
k = E{−∆xk+1

xk
log p(xk+1|xk)} (74)

D21
k = E{−∆xk

xk+1
log p(xk+1|xk)} = [D12

k ]T (75)

D22
k = E{−∆xk+1

xk+1
log p(xk+1|xk)}+ E{−∆xk+1

xk+1
log p(zk+1|xk+1)} (76)

由此可得

J(Xk+1) =


Ak Bk 0

BT
k Ck +D

11
k D12

k

0 D21
k D22

k

 (77)

Dr. Yuan-Li Cai 41/71 Xi’an Jiaotong University

mailto:xjtu001@qq.com


6 递推后验克拉美罗下限 【容积卡尔曼滤波及其改进算法】

根据 (63) 式，可推出 xk+1 的信息子矩阵 Jk+1 的表达式为

Jk+1 =D
22
k −

[
0 D21

k

] Ak Bk

BT
k Ck +D

11
k

−1  0

D12
k


=D22

k −D21
k

[
Ck +D

11
k −BT

kA
−1
k Bk

]−1
D12

k

结合 (66) 式，可得到下面的递推公式：

Jk+1 =D
22
k −D21

k [D11
k + Jk]

−1D12
k (78)
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若考虑加性高斯噪声的状态方程和量测方程，可知

− log p(xk+1|xk) = c1 +
1

2
[xk+1 − f(xk)]TQ−1

k [xk+1 − f(xk)] (79)

− log p(yk+1|xk+1) = c2 +
1

2
[yk+1 − h(xk+1)]

TR−1
k+1[yk+1 − h(xk+1)] (80)

式中：c1，c2 为常数。

由此可得 D11
k ，D12

k ，D21
k 和 D22

k 的表达式如下：

D11
k = E{[∇xk

fT(xk)]Q
−1
k [∇xk

fT(xk)]
T} (81)

D12
k = −E{∇xk

fT(xk)}Q−1
k (82)

D21
k =D12

k (83)

D22
k = Q−1

k +E{[∇xk+1
hT(xk+1)]R

−1
k+1[∇xk+1

hT(xk+1)]
T} (84)
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递推公式 (78) 的初始信息矩阵 J0 定义为

J0 = E{−∆x0
x0

log p(x0)} (85)
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Figure 1: 地心惯性坐标系和地心（固连）坐标系
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Figure 2: 东北天坐标系坐标系与地心坐标系之间的关系
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7. 再入弹道目标状态估计仿真

7.1 坐标系与动力学方程

在雷达站东北天 (ENU) 坐标系下，再入飞行器动力学方程为

ẍ = − 1

2β
ρ(r −Re)V ẋ− µx

r3
(86)

ÿ = − 1

2β
ρ(r −Re)V ẏ − µy

r3
(87)

z̈ = − 1

2β
ρ(r −Re)V ż − µ(z+Re)

r3
(88)
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式中：V =
√

ẋ2 + ẏ2 + ż2，h =
√
x2 + y2 + (z +Re)2 − Re。Re 为地球半

径，β = m
CdS

(kg/m2) 为弹道系数，µ 为地球引力常数，ρ(h) 为大气密度。

7.2 状态方程与量测方程

假设地球为不自转的均匀圆球，只考虑地球引力和空气阻力作用，弹

道系数是个未知量，作为一个待估计状态。以雷达天线为原点建立东北天

坐标系，再入目标运动的状态方程可表示为

xk = Φxk−1 +Gψ(xk−1) +wk−1 (89)
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Figure 3: 再入飞行器在 ENU 坐标系的测量量
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其中，xk = [xkẋkykẏkzkżkβk]
T 为再入目标状态。式中

Φ =


ϕ 0 0 0

0 ϕ 0 0

0 0 ϕ 0

0 0 0 1

 , ϕ =

1 T

0 1

 �G =


τ 0 0

0 τ 0

0 0 τ

0 0 0

 , τ =

T 2

2

T

 (90)

ψ(xk−1) =


−ρ(hk−1)

2βk−1
Vk−1ẋk−1 − µxk−1

r3k−1

−ρ(hk−1)

2βk−1
Vk−1ẏk−1 − µyk−1

r3k−1

−ρ(hk−1)

2βk−1
Vk−1żk−1 − µ(zk−1+Re)

r3k−1

 (91)
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式中

rk−1 =
√
x2
k−1 + y2k−1 + (zk−1 +Re)2 (92)

Vk−1 =
√

ẋ2
k−1 + ẏ2k−1 + ż2k−1 (93)

β 是弹道系数（kg/m2），µ 为地球引力常数，Re 为地球平均半径。ρ(h) 为

大气密度，在高度小于 86 千米以下可近似建模为随高度 h 的下降呈指数

衰减，即 ρ(h) = c1e
−c2h，c1, c2 为与高度有关的常数。
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假设过程噪声 wk 是均值为零的白噪声，协方差矩阵 Qk 近似为

Qk =


q1θ1 0 0 0

0 q1θ1 0 0

0 0 q1θ1 0

0 0 0 q2T

 ,θ =

T 3

3
T 2

2

T 2

2
T



式中 T 为连续两个量测间隔时间，q1,q2 为位置速度和弹道系数相关的噪

声强度。

根据几何关系，可建立测量方程

zk = h(xk) + vk (94)
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式中，h(xk) = [Rk, Ek, Ak]
T，且

Rk =
√
xk + yk + zk + vR

Ek = arctan zk√
x2
k + y2k

+ vE

Ak = arctan yk
xk

+ vA

假设量测噪声 vk = [vR, vE, vA]
T 是均值为零的白噪声，协方差矩阵为

Rk = diag[σ2
R, σ

2
E, σ

2
A], σR，σE,σA 分别为距离、俯仰角和方位角的量测误

差标准差。
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7.3 状态估计性能指标

状态估计常用的性能指标有均方根误差（Root Mean Square Er-
ror,RMSE）、累加均方根误差（Accumulate Root Mean Square Error, ARMSE）

和平均误差 (Average Error, AE)。

对于弹道式再入目标，设进行了 N 次 Monte Carlo 仿真实验，每次仿

真实验共跟踪滤波了 M 步。第 i 次 Monte Carlo 仿真时，k 时刻弹道再入

目标的真实状态向量记为：

x
(i)
k =

[
x
(i)
k ẋ

(i)
k y

(i)
k ẏ

(i)
k z

(i)
k ż

(i)
k β

(i)
k

]T
(95)
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估计状态向量记为

x̂
(i)
k =

[
x̂
(i)
k

ˆ̇x
(i)

k ŷ
(i)
k

ˆ̇y
(i)

k ẑ
(i)
k

ˆ̇z
(i)

k β̂
(i)
k

]T
(96)

7.3.1 均方根误差

(a) 位置 RMSE

RMSEp(k) =

√√√√ 1

N

N∑
i=1

[(x
(i)
k − x̂

(i)
k )2+(y

(i)
k − ŷ

(i)
k )2+(z

(i)
k − ẑ

(i)
k )2] (97)
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(b) 速度 RMSE

RMSEv(k) =

√√√√ 1

N

N∑
i=1

[(ẋ
(i)
k − ˆ̇x

(i)

k )2+(ẏ
(i)
k − ˆ̇y

(i)

k )2+(ż
(i)
k − ˆ̇z

(i)

k )2] (98)

(c) 弹道系数的 RMSE

RMSEβ(k) =

√√√√ 1

N

N∑
i=1

(β
(i)
k − β̂

(i)
k )2 (99)
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7.3.2 累加均方根误差

记第 i 次 Monte Carlo 实验，k 时刻的状态估计误差为：

∆x
(i)
k =

[
∆x

(i)
k ∆ẋ

(i)
k ∆y

(i)
k ∆ẏ

(i)
k ∆z

(i)
k ∆ż

(i)
k ∆α

(i)
k

]T
(100)

(a) 位置的 ARMSR

ARMSEp =
1

N

N∑
i=1

√√√√[
1

M

M∑
k=1

[(∆x
(i)
k )2+(∆y

(i)
k )2+(∆z

(i)
k )2]] (101)
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(b) 速度的 ARMSE

ARMSEv =
1

N

N∑
i=1

√√√√[
1

M

M∑
k=1

[(∆ẋ
(i)
k )2+(∆ẏ

(i)
k )2+(∆ż

(i)
k )2]] (102)

(c) 弹道系数的 ARMSE

ARMSEβ =
1

N

N∑
i=1

√√√√[
1

M

M∑
k=1

(∆β
(i)
k )2] (103)
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7.3.3 平均误差

(a) 位置 AE

AEp(k) =
1

N

N∑
i=1

√
(∆x

(i)
k )2+(∆y

(i)
k )2+(∆z

(i)
k )2 (104)

(b) 速度 AE

AEv(k) =
1

N

N∑
i=1

√
(∆ẋ

(i)
k )2+(∆ẏ

(i)
k )2+(∆ż

(i)
k )2 (105)

(c) 弹道系数 AE

AEβ(k) =
1

N

N∑
i=1

∣∣∣∆β
(i)
k

∣∣∣ (106)
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7.4 仿真实验

设雷达量测间隔 T = 0.1s，跟踪目标 60s。雷达量测的距离、俯仰角和

方位角误差的标准差分别为 σR = 200m、σE = 0.17rad 和 σA = 0.17rad。

目标初始位置为 (232000, 232000, 80000)（单位: m），初始速度为 2290m/s，

俯仰角为 210°，方位角为 45°，目标弹道系数真实值为 β = 4000kg/m2，初

始状态方差 P0 = diag([1002, 2002, 1002, 2002, 1002, 2002, 5002])。

运行 100 次蒙特卡罗仿真，将 ICKF 滤波方法分别与 UKF、CKF 滤波

算法的位置误差、速度误差和弹道系数误差相比较，如图4，图5和图6所示。

三种滤波算法的平均位置、速度和弹道系数累加均方误差和平均计算

时间如表1所示。
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Figure 4: 位置均方根误差
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Figure 5: 速度均方根误差
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Figure 6: 弹道系数均方根误差
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Table 1: 三种滤波器的平均累加均方误差及平均计算时间比较

滤波算法 Ep (m) Ev (m/s) Eβ (kg/m2) t (s)

UKF 1698.57 86.20 397.95 1.02

CKF 1696.58 86.16 397.84 0.30

ICKF 1293.36 79.93 390.70 0.42
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从图4、图5可知，ICKF 充分使用了最新的量测信息，位置误差和速度

误差较小，状态的估计精度明显高于 UKF 和 CKF。从图6 可知，在估计的

前半部分，由于缺乏估计弹道系数的最新信息，估计误差变化不大，而在

后半部分，ICKF 使用最新量测信息，大大地降低了弹道系数估计误差。从

表 1 可知，UKF 累加均方误差较大，CKF 较小，ICKF 最小，ICKF 平均计

算时间远远低于 UKF 的运行时间，稍高于 CKF 的运行时间。上述结果表

明 ICKF 算法是一个有效的状态估计方法。
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8. 小结

在讨论贝叶斯递推滤波框架基础上，本讲介绍了容积卡尔曼滤波、平

方根容积卡尔曼滤波和一种迭代容积卡尔曼滤波算法等算法的基本原理。

其中，迭代容积卡尔曼滤波算法 ICKF 使用球形-径向数值积分方法

直接计算经非线性变换的随机变量的均值和方差，实现简单。且使用

Gauss-Newton 迭代和统计线性化误差传播方法充分利用量测信息，降低量

测方程非线性对滤波精度的影响。

最后还针对弹道系数未知的再入弹道目标状态估计问题，进行了若干

仿真计算，结果表明 ICKF 滤波性能明显优于 UKF 和 CKF。
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其他相关内容还包括容积粒子滤波算法、基于 Levenberg-Marquardt 方

法的容积卡尔曼滤波等，限于时间不再专门介绍。
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