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OUTLINE 随机最优控制理论

随机最优控制理论研究存在随机性或不确定性时如何找到最优控制策

略，在航空、航天、航海、金融、经济、机器人以及过程控制等领域有广

泛应用。基于最优性原理的动态规划技术是随机最优控制理论中最主要的

方法，也是本章重点介绍的内容。

随机最优控制根植于确定性最优控制理论，我们首先介绍确定性最优

控制的基本原理。
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1 最优性原理 随机最优控制理论

1. 最优性原理

动态规划是最优控制理论中的重要组成部分，其中核心思想是最优性

原理 (principle of optimality)，它指导我们如何找到问题的最优解。通过将

复杂问题分解为一系列子问题，并保证每个子问题的解都是最优的，从而

最终得到整个问题的最优解。

最优性原理是 Bellman 教授 1957 年提出的，它指出：在任何一个状态

下，无论过去的历史如何，做出的选择都应该是从当前状态到最终状态的最

优选择。(An optimal policy has the property that no matter what the previous
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decisions (i.e. controls) have been, the remaining decisions must constitute an
optimal policy with regards to the state resulting from those previous decisions.)

最优性原理可以非常直观地用几何曲线来表达。如图1所示，假设 C 点

是由 A 点到 B 点的最优路径（黑线）上的任一点，那么由 C 点到 B 点的

最优路径仍然是黑线上的 CB 部分。

Figure 1: 最优性原理示意图
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2 确定性最优控制基础 随机最优控制理论

2. 确定性最优控制基础

2.1 连续时间系统

考虑如下非线性微分方程描述的系统：

ẋ = f [x(t),u(t), t] , x (t0) = x0, t0 ≤ t ≤ tf (1)

式中，x(t) ∈ Rnx 表示系统的状态向量，u(t) ∈ Rnu 表示系统的控制信号。

t0、tf 分别表示初始时间和终了时间。
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考虑如下形式的（标量）性能指标：

J = φ [x (tf ) , tf ] +

∫ tf

t0

L [x(t),u(t), t] dt (2)

其中，φ(·)、L(·) 是给定的标量函数。

最优控制问题可描述为：求解容许的时间函数 u(t) 以最小化（或最大

化）性能指标 J。如果设控制信号的容许集为 U，最优控制 u∗(t) ∈ U 对

应的性能指标为 J∗，任意的 u(t) ∈ U 对应的性能指标为 J，对于最小化

问题有

J∗ ≤ J

习惯上，我们用上标 “*” 表示 “最优” 值。
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2.1.1 动态规划方法

一般地，令

J [x(t), t] ≜ φ [x (tf ) , tf ] +

∫ tf

t

L [x(τ),u(τ), τ ] dτ (3)

表示从 t 时刻到最终时刻的性能指标，则对应的最优指标为

J∗ [x(t), t] ≜ min
u(τ)
t≤τ≤tf

J [x(t), t] (4)
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由于

J∗ [x(t), t] = min
u(τ)
t≤τ≤tf

{
φ [x (tf ) , tf ] +

∫ tf

t

L [x(τ),u(τ), τ ] dτ
}

= min
u(τ)
t≤τ≤tf

{∫ t+∆t

t

L [x(τ),u(τ), τ ] dτ + J [x(t+∆t), t+∆t]

}

根据最优性原理，有

J∗ [x(t), t] = min
u(τ)

t≤τ≤t+∆t

{∫ t+∆t

t

L [x(τ),u(τ), τ ] dτ + J∗ [x(t+∆t), t+∆t]

}
(5)
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将式中 J∗ [x(t+∆t), t+∆t] 泰勒级数展开，可得

J∗ [x(t+∆t), t+∆t] =J∗ [x(t), t] + J∗
t [x(t), t] ∆t

+ J∗
x [x(t), t]f [x(t),u(t), t] ∆t+ o(∆t)

将其代入最优指标 (5)，当 ∆t 为小量时，忽略高阶小量可得

J∗ [x(t), t] = min
u(t)

{L [x(t),u(t), t] ∆t+ J∗ [x(t), t]

+ J∗
t [x(t), t] ∆t+ J∗

x [x(t), t]f [x(t),u(t), t] ∆t}

由此可得

−J∗
t [x(t), t] = min

u(t)

{
L [x(t),u(t), t] + J∗

x [x(t), t]
Tf [x(t),u(t), t]

}
(6)
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引入哈密顿函数

H [x(t),u(t), J∗
x , t] = L [x(t),u(t), t] + J∗

x [x(t), t]
Tf [x(t),u(t), t] (7)

则得到如下关于 J∗ 的偏微分方程：

−J∗
t [x(t), t] = min

u(t)
H [x(t),u(t), J∗

x , t] (8)

该式即为著名的 哈密顿-雅可比-贝尔曼（HJB）方程。

根据 (3)、(4)，不难发现 HJB 方程的边界条件为

J∗ [x (tf ) , tf ] = φ [x (tf ) , tf ] (9)

HJB 方程与边界条件共同构成了最优解的充分条件。
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2.1.2 变分法

在传统的优化问题中，变分法是最早出现的数学方法，也可以用来解

决连续时间系统的最优控制问题。

对于更一般的最优控制问题，除了状态方程 (1) 表示的动态约束外，还

可以考虑终端状态约束

ψ [x (tf ) , tf ] = 0 (10)

式中，ψ(·, ·) ∈ Rnψ。通常，终了时间 tf 未必是固定的，这里假设是自由

的，需要根据最优性来确定具体取值。
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根据拉格朗日乘子法，可以分别通过乘子 ξ 和 λ(t)（也称为协态变量）

将终端约束 (10) 与系统状态方程约束 (1) 引入优化指标 (3)，从而得到扩

展的性能指标

J =φ [x (tf ) , tf ] + ξ
Tψ [x (tf ) , tf ] (11)

+

∫ tf

t0

{
L [x,u, t] + λT(t) [f (x,u, t)− ẋ]

}
dt

定义哈密顿函数

H [x,u,λ, t] = L [x,u, t] + λT(t)f (x,u, t) (12)
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并记 ϕ = φ+ ξTψ，且对 (11) 右端积分号内最后一项分部积分，可得

J =ϕ [x (tf ) , tf ]− λT (tf )x (tf ) + λ
T (t0)x (t0)

+

∫ tf

t0

{
H [x(t),u(t),λ(t), t] + λ̇T(t)x(t)

}
dt
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则由控制 u(t) 以及终端时刻 tf 和初始状态的变分引起的 J 的变分为

δJ =
∂ϕ

∂tf
δtf +

∂ϕ

∂xT(tf )
δx(tf )− λ̇T(tf )δtfx(tf )− λT(tf )δx(tf )

+ λT(t0)δx(t0) +

∫ tf

t0

{
∂H

∂xT δx(t) +
∂H

∂uT δu(t) + λ̇
T(t)δx(t)

}
dt

+
{
H [x (tf ) ,u (tf ) ,λ (tf ) , tf ] + λ̇

T (tf )x (tf )
}
δtf

=

{
∂ϕ

∂tf
+H [x (tf ) ,u (tf ) ,λ (tf ) , tf ]

}
δtf

+

[
∂ϕ

∂xT(tf )
− λT(tf )

]
δx(tf ) + λ

T(t0)δx(t0)

+

∫ tf

t0

{[
∂H

∂xT + λ̇T(t)

]
δx(t) +

∂H

∂uT δu(t)

}
dt

考虑到 δtf , δ [x (tf )] , δx(t) 可以取任意值，δx(t0) = 0（对应初始状态
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给定），由 δJ = 0(泛函优化的必要条件)，可导出

λ̇(t) = −∂H
∂x

(13)

λ (tf ) =
∂ϕ

∂x (tf )
(14)

∂ϕ

∂tf
= −H [x (tf ) ,u (tf ) ,λ (tf ) , tf ] (15)

对于无控制约束情况，δu(t) 也可以取任意值，因此还有

∂H

∂u
= 0 (16)

该式即为最优控制的必要（驻点）条件。
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上述方程可以汇总为

∂H

∂u
= 0 (17)

λ̇(t) = −∂H
∂x

, λ(tf ) =
∂φ

∂x(tf )
+ ξT ∂ψ

∂x (tf )
(18)

∂ϕ

∂tf
= −H [x(tf ),u(tf ),λ(tf ), tf ] (19)

上述关系式在变分理论中称为欧拉-拉格朗日方程 (Euler-Lagrange equa-
tion)。

将欧拉-拉格朗日方程与状态方程及其初始条件 (1)、终端约束方程

(10) 联立，可解出最优控制 u∗(t)(nu 维)、最优状态轨迹 x∗(t)(nx 维)、协

态变量 λ(t)(nx 维)、终端约束乘子 ξ(nψ 维) 以及终端时间 tf。对比状态
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变量方程 (1) 和协态变量方程 (18)，不难发现，前者给定初始条件，后者

给定终端条件，所以本质上我们获得了一个两点边值问题。另外，对于 tf

给定情况，δtf = 0，方程 (15) 及 (19) 自动消失，相应的未知数减少 1 个。

欧拉-拉格朗日方程给出的是最优解的必要条件，对应的充分条件需要

计算二次变分。对于极小值问题，即为 δ2J > 0。
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2.1.3 极小值原理

在上述经典变分法中，没有考虑控制 u(t) 有约束的情况。在贝尔曼创

建动态规划理论的同一时期，前苏联科学家庞特里亚金发展了经典变分理

论，使得可以处理控制有约束情况，提出了著名的极小值原理。求极大值

问题可以简单地化为求极小值问题，所以极小值原理有时也称为极大值原

理。

显然当 u(t) 在容许集 U（约束集）边界取值时，∂H
∂u

= 0 不再成立，庞

特里亚金给出了如下替代方程：

u∗(t) = arg min
u(t)∈U

H [x(t),u(t),λ(t), t] (20)
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因此，对于我们上述最优控制问题，庞特里亚金极小值原理可以描述

为联立求解下述方程组：

u∗(t) = arg min
u(t)∈U

H [x(t),u(t),λ(t), t] (21)

ẋ = f [x(t),u(t), t] , x(t0) = x0 (22)

λ̇ = −∂H
∂x

, λ(tf ) =
∂φ

∂x(tf )
+ ξT ∂ψ

∂x(tf )
(23)

∂ϕ

∂tf
= −H [x(tf ),u(tf ),λ(tf ), tf ] (24)

显然这仍然是一个两点边值问题。其中，哈密尔顿函数定义同前，即

H [x,u,λ, t] = L [x,u, t] + λT(t)f (x,u, t)
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Example 2.1 (线性二次型调节（LQR）问题)

ẋ(t) = A(t)x(t) +B(t)u(t), x(t0) = x0 (25)

min
u(t)

J =
1

2
xT (tf )Sfx (tf ) +

1

2

∫ tf

t0

[
xTQx+ uTRu

]
dt (26)

其中，Sf ≥ 0,Q ≥ 0,R > 0 为对称加权矩阵。

[解] 根据式 (7)，此时的哈密顿函数可表示为

H [x(t),u(t), J∗
x , t] =

1

2

[
xTQx+ uTRu

]
+ J∗

x
T [Ax+Bu] (27)

根据 HJB 方程 (8)，可导出

∂H

∂u
= Hu = Ru+BTJ∗

x = 0
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由此可解出

u∗(t) = −R−1BTJ∗
x (28)

将对应的 H∗ 代入 HJB 方程 (8) 得到

−J∗
t =

1

2
xTQx− 1

2
J∗
x

TBR−1BTJ∗
x + J∗

x
TAx (29)

边界条件为

J∗ [x (tf ) , tf ] =
1

2
xT (tf )Sfx (tf ) (30)

根据上述边界条件，假设

J∗ [x(t), t] =
1

2
xT(t)P (t)x(t) (31)
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其中 P ≥ 0 为对称矩阵，则有 J∗
t = 1

2
xT(t)Ṗ (t)x(t)、J∗

x = P (t)x(t)，代

入 (29)，考虑到 2xTPAx = xT (
PA+ATP

)
x，可整理得到

Ṗ + PA+ATP − PBR−1BTP +Q = 0 (32)

该式称为矩阵 Riccati 微分方程，其边界条件为 P (tf ) = Sf。

最后可得 LQR 问题的最优解为

u∗(t) = −R−1BTPx(t) (33)

J∗ [x0, t0] =
1

2
xT
0P (t0)x0 (34)
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以上是采用动态规划方法求解的，我们当然也可以根据极小值原理来

解决这个问题。根据极小值原理，此时的哈密尔顿函数为

H [x,u,λ, t] =
1

2

[
xTQx+ uTRu

]
+ λT [Ax+Bu] (35)

由此可知

u∗(t) = −R−1BTλ(t) (36)

并得到如下两点边值问题：

ẋ(t) = Ax−BR−1BTλ, x (t0) = x0 (37)

λ̇(t) = −ATλ−Qx, λ (tf ) = Sfx (tf ) (38)

通过设 λ(t) = P (t)x(t)，则可得到与动态规划方法相同的结果。 □
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Example 2.2 (简单的拦截与交会问题) 如图2 所示，以初始视线为参考基
准，考察飞行器偏离初始视线的相对运动，空间拦截与交会问题可以简单

地描述为

v̇ = a(t), ẏ = v

J =
1

2

[
v y

]c1 0

0 c2

v
y


t=tf

+
1

2

∫ tf

t0

a2dt

其中 c1, c2, tf 为常数，求 a(v, y, t) 使 J 最小。
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Figure 2: 拦截或交会问题示意图
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[解] 将问题写为 LQR 标准形式，有

x =

v
y

 , A =

0 0

1 0

 , B =

1
0


Sf =

c1 0

0 c2

 , Q = 0, R = 1

则由二次型问题的结果可得

a(t) = −Λv(t)v(t)− Λy(t)y(t) (39)
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其中

Λv(t) =

(
1
c2

)
+
(

1
c1

)
(tf − t)2 +

(
1
3

)
(tf − t)3

D

Λy(t) =

(
1
c1

)
(tf − t) +

(
1
2

)
(tf − t)2

D

D =

[(
1

c2

)
+

(
1

3

)
(tf − t)3

] [(
1

c1

)
+ (tf − t)

]
−

(
1

4

)
(tf − t)4

在上述公式中，通常记 tgo ≜ tf − t，习惯上称为“剩余飞行时间

(time-to-go)”。下面针对 c1, c2 的几种可能的取值，进行简单讨论。
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(1) 若 c2 → 0，意味着对 y (tf ) 不作要求，相当于对末端相对位置不限制，

于是可导出

Λv(t) =
1(

1
c1

)
+ tf − t

, Λy(t) = 0

对应的制导加速度指令为

a(t) = − v(t)(
1
c1

)
+ tf − t

此时即为 “速度增量” 控制。

(2) 若 c1 → 0，意味着对 v (tf ) 不作要求，相当于对末端相对速度不限制，
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2 确定性最优控制基础 随机最优控制理论

可导出

Λv(t) =
(tf − t)2(

1
c2

)
+
(
1
3

)
(tf − t)3

, Λy(t) =
(tf − t)(

1
c2

)
+
(
1
3

)
(tf − t)3

如果进一步取 c2 → ∞，意味着 y (tf ) → 0，则有

a(t) = − 3

tf − t
v(t)− 3

(tf − t)2
y(t)

设飞行器之间的接近速度为 V，如图2所示，视线角可近似表达为 σ ∼=
y(t)

V (tf−t)
，于是上式可写为

a(t) = −3V σ̇ (40)

此即为拦截问题中著名的 “比例导引 (PNG)”。上式表明，比例导引中最优

的导航系数为 3，工程中一般取 3 ∼ 5。
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2 确定性最优控制基础 随机最优控制理论

(3) 若同时取 c1, c2 → ∞，意味着 v (tf ) → 0, y (tf ) → 0，可得

a(t) = − 4

tf − t
v(t)− 6

(tf − t)2
y(t)

也可以表达为

a(t) = −V
(
4σ̇ +

2σ

tf − t

)
此即为交会问题（要求末端的位置和速度均一致）的一种变形的比例导引。

注意，在该问题中，可以将标量 v, y, a 替换为向量，从而得到三维拦

截律。 □

传统的最优控制理论只有一个操控方，可以认为是单边最优控制。其

实，可以稍微进行一些扩展，相关理论就可以处理具有相互对抗的 双边最
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2 确定性最优控制基础 随机最优控制理论

优控制问题，相关理论被称为 微分对策理论，也称为零和微分对策。下面

通过一个空间追逃博弈问题进行简单说明。

Example 2.3 (空间最优追逃问题) 假设在空间有两个飞行器，分别称为拦
截方 p 与目标飞行器 e，根据牛顿定理，它们的空间运动可以分别描述为

v̇p = gp(t) + ap(t), ṙp = vp

v̇e = ge(t) + ae(t), ṙe = ve
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2 确定性最优控制基础 随机最优控制理论

其中 r, v, g, a 分别为双方的位置、速度、地球引力加速度、控制加速度向

量。通常两者之间的距离远小于地心距，双方的引力差可以忽略，此时只

需考虑双方控制力的影响。对于追逃问题，性能指标可定义为

J =
b

2
[rp (tf )− re (tf )]T [rp (tf )− re (tf )] +

1

2

∫ tf

0

(
c−1
p a

T
p ap − c−1

e a
T
eae

)
dt

其中 cp, ce 分别为拦截方（追逐方）和目标（逃逸方）关于控制能量的加权

系数。显然，追逐方希望极小化上述 J，而逃逸方希望极大化上述 J，由

此构成了一个 min-max 问题。
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2 确定性最优控制基础 随机最优控制理论

[解] 根据 LQR 理论，可导出双方的最优控制策略分别为

ap =
−cp (tf − t) {rp(t)− re(t) + [vp(t)− ve(t)] (tf − t)}(

1
b

)
+ [(cp − ce) /3] (tf − t)3

ae =
ce
cp
ap

当 b→ ∞，追逐方的最优控制策略简化为

ap =
−3 {rp(t)− re(t) + [vp(t)− ve(t)] (tf − t)}(

1− ce
cp

)
(tf − t)2

参考上例中的场景和符号定义，追逐方的侧向最优控制策略可写为

a⊥p =
3

1− ce
cp

V σ̇
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此即为有效导引系数 N = 3
1− ce

cp

的比例导引。如前面所述，实际经验表明

N 的最佳值为 3~5。若只按本例中的模型可以看到，N = 3 对应目标不机

动（ce = 0）情况，N = 5 对应 ce
cp

= 2/5 情况。 □

Example 2.4 (加速度有界时的极小极大脱靶量问题) 在追逐-逃逸问题中，
设双方的控制量都是垂直于初始视线（ILOS）的加速度，分别记为 ap(t)

和 ae(t)。沿 ILOS 双方最为接近时的时间记为 tf，双方垂直于 ILOS 的相
对速度和相对位移分别记为 v(t) 和 r(t)，则运动方程为

v̇ = ap − ae, v(t0) = v0

ẏ = v, y (t0) = 0
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2 确定性最优控制基础 随机最优控制理论

追逐方希望最小化脱靶量 |y (tf )|，而逃逸方希望使其最大化，故性能指标

可取为

J =
1

2
y (tf )

2

另外，考虑双方的加速度都存在取值限制

|ap| ≤ apm, |ae| ≤ aem

一般地，apm > aem。

[解] 构造哈密顿函数

H = λv (ap − ae) + λyv
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2 确定性最优控制基础 随机最优控制理论

可导出对应的协态方程为

λ̇v = −λy, λv (tf ) = 0

λ̇y = 0, λy (tf ) = y (tf )

由此可解算得到

λv(t) = (tf − t) y (tf )

λy(t) = y (tf ) = Const.

根据极大（小）值原理，可知双方的最优控制为

ap = −apmsgn (λv)

ae = −aemsgn (λv)
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2 确定性最优控制基础 随机最优控制理论

考虑到

sgn (λv) = sgn [y (tf )] = Const.

将最优控制代入状态方程并积分，易得终端状态

y (tf ) = v0 (tf − t0)−
1

2
(apm − aem) (tf − t0)

2 sgn [y (tf )]

对符号函数分段讨论可得

y (tf ) =


1
2

[
2v0
tf−t0

− (apm − aem)
]
(tf − t0)

2 , � 2v0

(tf−t0)(apm−aem)
> 1

1
2

[
2v0
tf−t0

+ (apm − aem)
]
(tf − t0)

2 , � 2v0

(tf−t0)(apm−aem)
< −1
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2 确定性最优控制基础 随机最优控制理论

当

−1 <
2v0

(tf − t0) (apm − aem)
< 1

y (tf ) 无解。事实上，对于该初始条件，追逐方总能使脱靶量为零，即

y (tf ) = 0。例如选择 ap = ae +
2v

(tf−t)
。对于追逐方，上式定义了可捕获区。

这是微分对策研究中一个重要的主题。 □

2.2 离散时间系统

考虑如下非线性差分方程描述的多级系统：

xk+1 = f (xk,uk) , i = 0, · · · , N − 1 (41)
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2 确定性最优控制基础 随机最优控制理论

给定初始状态 x0。xk ∈ Rnx 和 uk ∈ Rnu 分别表示 k 时刻系统的状态与控

制。

考虑性能指标

J0 (x0) = φ (xN , N) +
N−1∑
k=0

Lk (xk,uk) (42)

此时，最优控制问题可描述为：求解控制序列 {u∗
k} ∈ U（U 为容许控

制集）以最小化 J，即使得 J∗
0 (x0) ≤ J0(x0)。
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2 确定性最优控制基础 随机最优控制理论

2.2.1 动态规划方法

一般地，令

J∗
k (xk) = min

ui
k≤i<N

[
φ (xN , N) +

N−1∑
i=k

Li (xi,ui)

]
(43)

根据最优性原理，可知

J∗
k (xk) = min

uk

[
Lk (xk,uk) + J∗

k+1 (xk+1)
]

(44)

该式称为贝尔曼（Bellman）方程。对应的边界条件为 J∗
N (xN) = φ (xN , N)。
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2 确定性最优控制基础 随机最优控制理论

2.2.2 极小值原理

定义哈密尔顿函数

Hk = Lk(xk,uk) + λ
T
k+1f(xk,uk) (45)

其中，λk+1 为与状态同维的协态变量。

由此可导出最优控制的必要条件为

u∗
k = arg min

uk∈U
Hk(xk,uk,λk+1) (46)

xk+1 = f (xk,uk) , x0给定 (47)

λk =
∂Hk

∂xk
, λN =

∂φ

∂xN
(48)

可见，这是一个离散时间的两点边值问题。
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Example 2.5 (线性二次型调节（LQR）问题)

xk+1 = Akxk +Bkuk, x0 给定 (49)

min
uk

J0(x0) =
1

2
xT
NSNxN +

1

2

N−1∑
k=0

[xT
kQkxk + u

T
kRkuk] (50)

其中，SN ≥ 0,Q ≥ 0,R > 0 为对称加权矩阵。

[解] k = N 时，由贝尔曼方程的边界条件可知

J∗
N(xN) =

1

2
xT
NSNxN ≜ 1

2
xT
NPNxN (51)
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2 确定性最优控制基础 随机最优控制理论

k = N − 1 时，贝尔曼方程为

J∗
N−1(xN−1) = min

uN−1

[
1

2

(
xT
N−1QN−1xN−1 + u

T
N−1RN−1uN−1

)
+

1

2
xT
NPNxN

]
= min

uN−1

[
1

2
(xT

N−1QN−1xN−1 + u
T
N−1RN−1uN−1)

+
1

2
(AN−1xN−1 +BN−1uN−1)

TPN (AN−1xN−1 +BN−1uN−1)]

由此可导出

u∗
N−1 = −

(
RN−1 +B

T
N−1PNBN−1

)−1
BT
N−1PNAN−1xN−1

≜ −KN−1xN−1 (52)
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2 确定性最优控制基础 随机最优控制理论

将其代入 J∗
N−1(xN−1) 可得

J∗
N−1(xN−1) =

1

2
xT
N−1[QN−1 +K

T
N−1RN−1KN−1

+ (AN−1 +BN−1KN−1)
TPN (AN−1 +BN−1KN−1)]xN−1

≜1

2
xT
N−1PN−1xN−1 (53)

继续时间倒推求解，k = N − 2, N − 3, · · ·。一般地，对 ∀0 ≤ k < N，有

u∗
k = −Kkxk, J∗

k (xk) =
1

2
xT
kPkxk (54)
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2 确定性最优控制基础 随机最优控制理论

其中

Kk =
(
Rk +B

T
k Pk+1Bk

)−1
BT
k Pk+1Ak (55)

Pk =Qk +K
T
kRkKk + (Ak +BkKk)

TPk+1 (Ak +BkKk) , PN = SN

(56)

上式称为矩阵黎卡提（Riccati）方程。

可见，LQR 问题归结为黎卡提方程的求解。 □
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Example 2.6 已知
xk+1 = 2xk + uk, x0 = 1

求 u0, u1, u2，最小化如下性能指标：

J =
2∑

k=0

(x2k + u2k)

[解] （1）k = 2 时，由

J∗
2 (x2) = min

u2

(
x22 + u22

)
可得

u∗2 = 0, J∗
2 (x2) = x22
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（2）k = 1 时，由

J∗
1 (x1) = min

u1
[x21 + u21 + J∗

2 (x2)]

= min
u1

(x21 + u21 + x22)

= min
u1

[x21 + u21 + (2x1 + u1)
2]

可得

u∗1 = −x1, J∗
1 (x1) = 3x21
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（3）k = 0 时，由

J∗
0 (x0) = min

u0
[x20 + u20 + J∗

1 (x1)]

= min
u0

(x20 + u20 + 3x21)

= min
u0

[x20 + u20 + 3(2x0 + u0)
2]

可得

u∗0 = −3

2
x0 = −3

2
, J∗

0 (x0) = 4

综上，最优开环控制策略为

u∗0 = −3

2
, u∗1 = −1

2
, u∗2 = 0
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2 确定性最优控制基础 随机最优控制理论

最优闭环（反馈）控制策略为

u∗0 = −3

2
x0, u∗1 = −x1, u∗2 = 0x2

最优指标为 J∗ = J∗
0 (x0) = 4。

2.3 最优控制的数值解

对于一般的非线性系统的最优控制问题，通常无法获得解析解，需要

借助计算机获取数值解。典型的应用包括飞行器轨道优化、机器人及自动

驾驶车辆航迹规划等。非线性系统最优控制的数值解法可以大致分为间接

法、直接法和其他方法三类，都得到了大力发展和广泛应用。
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2 确定性最优控制基础 随机最优控制理论

2.3.1 间接法

间接方法主要应用庞特里亚金极小值原理或经典变分法，把含有性能

指标的泛函最优化问题转换为求解函数极值问题，由此可以得到一个两点

边值问题。主要有打靶法、拟线性化法、多重打靶法、间接配置方法等。

间接方法的主要特点是显示求解协态方程、极小值原理方程和贯截条

件方程。在实际应用中，该方法存在几个缺点：

• 间接法必须根据特定条件推导解析表达式，比较麻烦；

• 协态变量没有物理意义，其初值猜测非常困难，而且其收敛域一般非

常小；
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• 对于有路径约束的优化问题，在迭代前必须猜测受约束的子弧段，这

也是一个很困难的工作。

2.3.2 直接法

与间接方法不同，直接方法是把泛函优化问题转化为数学规划问题，不

需要没有明显物理含义的协态方程（伴随方程），避免了繁杂的梯度计算，

更易于计算机实现。

直接方法也很多，其中非线性规划方法是一种比较常用的方法。这种

方法的中心思想是将轨迹分成若干段，每一段根据优化性能指标和约束条

件的不同，将状态变量用不同阶次的多项式来表示，从而将连续时间状态

微分方程组化成一组代数方程，转化为离散的非线性数学规划问题。包括
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梯度法、共轭梯度法、变尺度法、直接配置方法等，近年来伪谱法在飞行

器轨道优化中获得了广泛重视和关注。

2.3.3 其他方法

利用直接法变换后得到的最优控制问题往往是一类高维、非光滑优化

问题，传统基于梯度的非线性规划方法往往会遇到病态梯度、初始点敏感

和局部收敛问题。特别是对于一类终端时间可变和路径约束的最优控制问

题，基于梯度的非线性规划算法会遇到更大的困难。因此，寻求新的基于

非梯度的智能全局寻优方法，包括遗传算法、模拟退火算法、粒子群算法、

蚁群算法、免疫算法等，是当前研究的热点。
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3. 随机动态规划技术

确定性最优控制理论一般只适用于理想的无噪声情况，且要求所有状

态都可以准确测量。由于实际中总是有噪声存在，并且给出的信息很少直

接是我们需要的形式，因此需要基于状态估计进行随机系统的最优控制。

这样的最优控制才是真实物理系统通常需要的。

与确定性系统的最优控制相比，随机系统的最优控制要复杂得多。根

据采用的信息及结构的不同，随机最优策略有许多不同的形式，对应的理

论方法差异也很多。本节仅讨论完全状态信息情况，即假定可以准确地获
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3 随机动态规划技术 随机最优控制理论

取系统当前的状态。此时，如果控制策略取为当前状态的函数，一方面保

证了物理系统因果属性，另外一方面还维持了系统的 Markov 特性。

动态规划很容易用于求解非线性随机系统的最优控制。下面将依次研

究离散时间系统和连续时间系统的随机动态优化问题。
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3.1 离散时间系统

考虑非线性随机系统

xk+1 = fk (xk,uk) +Gkwk (57)

其中 wk 为白噪声序列，fk(·, ·),Gk 的下标 k 表示依赖时间，初始状态 xi

是随机量。针对系统在时间区间 [i, N ] 内的行为，选取控制输入 uk，最小

化如下性能指标（代价函数）：

Ji (xi) = ϕ (N,xN) +
N−1∑
k=i

Lk (xk,uk) (58)

其中 ϕ 和 Lk 是确定性函数。
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由于随机的过程噪声 wk 和初始状态 xi 导致 xk 是随机量，故性能指

标 Ji (xi) 也是随机量。要使所定义的控制问题不取决于特定的 xi 或 wk

序列，就不应最小化特定的 Ji (xi)，而应最小化其平均值，即平均代价函

数

ji (xi) = E [Ji (xi)] (59)

假设在 k 时刻 xk 是准确可测的，下面进行问题的求解。利用贝叶斯定

理，平均代价函数可写为

ji = Exi {E [Ji (xi) |xi]} (60)
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其中 Exi 表示关于 xi 的期望值。当认为初始状态 xi 固定时，可定义

J̄i (xi) = E [Ji (xi) |xi] (61)

为固定初始状态下的平均代价函数，或称条件期望代价。因此

ji = Exi

[
J̄i (xi)

]
(62)

可以证明（Åström,1970）

j∗i = min
uk

(ji) = Exi

{
min
uk

[
J̄i (xi)

]}
= Exi

[
J̄∗
i (xi)

]
(63)
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即 “关于控制序列 uk 取极小” 与 “关于 xi 取期望” 是可互换的。因此，最

小化 ji 可以等效为最小化在随机变量 xi 每个可能取值下的 J̄i (xi)。这也

就是本节要介绍的方法。

下面建立随机系统的最优性原理。假设我们已经求出了在 xk+1 的

每个容许值下的后续最优条件期望代价 J̄∗
k+1 (xk+1) 和最优控制序列

u∗
k+1,u

∗
k+2, · · · ,u∗

N−1，也就是说最优控制问题在区间 [k + 1, N ] 上已经解

决。那么与确定性动态规划问题一样，要求解 [k,N ] 上的最优控制，我们

首先将 Jk (xk) 分解为两部分

Jk (xk) = Lk (xk,uk) + Jk+1 (xk+1) (64)
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始终假设在 k 时刻 xk 给定（即可准确测得）。现在先假定 xk+1 也准

确已知，即给定，在此条件下对上式取条件期望可得

E [Jk (xk) |xk+1] = E [Lk (xk,uk) |xk+1] + E [Jk+1 (xk+1) |xk+1] (65)

由于 xk 给定，因而 Lk (xk,uk) 是待求控制 uk 的确定性函数，故有

E [Jk (xk) |xk+1] = Lk (xk,uk) + J̄k+1 (xk+1) (66)

根据最优性原理，求 k 时刻的 uk
∗ 时，仅需考察那些后续部分是最优

的代价函数，也就是

E [Jk (xk) |xk+1] = Lk (xk,uk) + J̄∗
k+1 (xk+1) (67)
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但实际上 xk+1 取决于随机过程噪声 wk，所以并非固定。记关于 xk+1 的

期望为 Exk+1
，利用贝叶斯定理可得

J̄k (xk) = Lk (xk,uk) + Exk+1

[
J̄∗
k+1 (xk+1)

]
(68)

注意 Lk (xk,uk) 是确定性的。再次根据最优性原理，可得在 k 时刻的最优

条件代价为

J̄∗
k (xk) = min

uk

{
Lk (xk,uk) + Exk+1

[
J̄∗
k+1 (xk+1)

]}
(69)

该式称为完整状态信息下的离散时间非线性随机控制问题的 Bellman 方程，

由此得到的最优控制具有状态反馈的形式。由于 Lk (xk,uk) 是确定性的，
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上式也可写为

J̄∗
k (xk) = min

uk
Exk+1

{
Lk (xk,uk) +

[
J̄∗
k+1 (xk+1)

]}
(70)

显然，边界条件为

J̄∗
N (xN) = E [ϕ (N,xN) |xN ] = ϕ (N,xN) (71)

这里假设了在 k = N 时刻 xN 已知。根据 J̄∗
i (xi)，可得最优的平均代价

函数

j∗i = Exi

[
J̄∗
i (xi)

]
(72)

Example 3.1 考虑标量随机系统

xk+1 = xk + uk + wk
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其中过程噪声 wk 为白噪声，其概率密度函数如图 3所示。性能指标取为

J0 (x0) = (xN − 1)2 +
1

2

N−1∑
k=0

uk
2

简单起见令 N = 2。容许控制为

uk = −0.5, 0, 0.5

容许状态为半整数

xk = 0, ±0.5, ±1, · · ·

求解控制输入 uk 以最小化期望代价 j0 = E [J0 (x0)]，且考虑终端状态约束

0 ≤ xN ≤ 1.5，即终端状态必须属于目标集

xN ∈ {0, 0.5, 1, 1.5}
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Figure 3: 过程噪声概率密度函数
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[解] 应用贝尔曼方程 (69) 或 (70) 求解该最优控制问题，可以构建表格形

式的决策网格，直观展示每一步决策过程。

（1）首先考虑 k = N = 2，计算终端代价 J̄N (xN)。

由于在 k = N 时不需要决策，该代价也就等于 J̄∗
N (xN)。这一步只要

简单对 x2 的每一个容许值计算确定量

J̄∗
2 (x2) = (x2 − 1)2

结果如表 1所示。

（2）再考虑 k = N − 1 = 1，求 u1
∗。
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表 1: 终端代价

x2 J̄2 (x2) = (x2 − 1)
2
= J̄∗

2 (x2)

1.5 0.25

1.0 0.0

0.5 0.25

0.0 1.0

对状态 x1 的每个容许值，施加每个容许的控制 u1，并对得到的每个

x2 计算代价（注意，准确说应该是 J1(x1|x2）：

J1 (x1) = J̄∗
2 (x2) +

u1
2

2
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此外还需计算每个 x2 的概率 P (x2)，然后可计算容许期望代价

J̄1 (x1) = Ex2 [J1 (x1)] =
∑
x2

J1 (x1)P (x2)

最后要针对每个 u1 得到的 J̄1 (x1) 进行比较，确定最优的期望代价

J̄∗
1 (x1) = min

u1

[
J̄1 (x1)

]
并得到 u1

∗。

上述过程如表2所示。先假设 x1 = 1.5，发现 u1 = 0.5 不可行，因为它

会导致

x2 = x1 + u1 + w1 = 2 + w1
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当 w1 = 0 或 w1 = 0.5 时将不满足容许状态。因此 x1 = 1.5 时，控制

u1 = 0.5 不是容许控制。接下来分析控制 u1 = 0。当 x1 = 1.5 且 u1 = 0

时，有

x2 = x1 + u1 + w1 = 1.5 + w1

由过程噪声概率密度图3可得

x2 =


2.0, P = 0.25

1.5, P = 0.5

1.0, P = 0.25

将该信息也记录在表2中。当选取 u1 = 0 时有 0.25 的概率发生 x2 = 2，这

是不容许的，所以在 x1 = 1.5 时该控制是不容许的。我们在 J1 (x1) 一列

中用 × 来表示，意味着 u1 = 0 时已不需进一步计算，因为 x1 = 1.5 时不
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能采用该控制。现在对 x1 = 1.5 采用 u1 = −0.5，结果为

x2 = x1 + u1 + w1 = 1.0 + w1

利用 w1 的概率密度可算出 x2 的可能取值及其概率 P (x2) 为

x2 =


1.5, P = 0.25

1.0, P = 0.5

0.5, P = 0.25

将该结果记录在表2中。因为此时所有 x2 值都在目标集中，故 u1 = −0.5
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是容许控制，可继续计算表2中其它信息。可算出对应代价函数为

J1 (x1 = 1.5) =
u1

2

2
+ J̄∗

2 (x2) = 0.125 + J̄∗
2 (x2) =


0.375, x2 = 1.5

0.125, x2 = 1.0

0.375, x2 = 0.5

其中 J̄∗
2 (x2) 由表1查得。现在可求出取期望代价

J̄1 (x1 = 1.5) = Ex2 [J1 (x1)]

= 0.375× 0.25 + 0.125× 0.5 + 0.375× 0.25

= 0.25

此时，x1 = 1.5 时所有 u1 容许值（仅有 u1 = −0.5）的 J̄1 (x1) 已确定。

因此，有 u∗1 = −0.5 且 J̄∗
1 (x1 = 1.5) = 0.25。现在假设 x1 = 1.0, 并计算
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u1 = 0,−0.5 时的 x2, P (x2) , J1 (x1 = 1.0) , J̄1 (x1 = 1.0)，可得

J̄1 (x1 = 1) =

 0.125, u1 = 0

0.5, u1 = −0.5

如表2所示，显然 u1 = 0.5 不容许，因为当 w1 = 0.5 时将导致 x2 =

x1 + u1 + w1 = 2。因此，最小化 J̄1(x1) 应取

u∗1 = 0, J̄∗
1 (x1 = 1) = 0.125

类似地计算 x1 = 0.5 和 x1 = 0 的结果并填表，仅考虑保证容许状态的

控制值。注意表中还填有 x1 = 2 和 x1 = −0.5，但都为不容许状态，因为

此时没有控制能得到必然满足容许状态的终端状态。
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表 2: 第一步优化

x1 u1 x2 P (x2) J1 (x1) = J̄∗
2 (x2) +

u12

2
J̄1 (x1) u∗1 J̄∗

1 (x1)

2.0 -0.5 2.0 0.25 ×
1.5 0.5
1.0 0.25

1.5 0.0 2.0 0.25 ×
1.5 0.5
1.0 0.25

-0.5 1.5 0.25 0.375 0.25 -0.5 0.25
1.0 0.5 0.125

Prof. Yuan-Li Cai 72/172 Xi’an Jiaotong University

mailto:xjtu001@qq.com


3 随机动态规划技术 随机最优控制理论

0.5 0.25 0.375
1.0 0.0 1.5 0.25 0.25 0.125 0.0 0.125

1.0 0.5 0.0
0.5 0.25 0.25

-0.5 1.0 0.25 0.125 0.5
0.5 0.5 0.375
0.0 0.25 0.125

0.5 0.5 1.5 0.25 0.375 0.25 0.5 0.25
1.0 0.5 0.125
0.5 0.25 0.375

0.0 1.0 0.25 0.0 0.375
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0.5 0.5 0.25
0.0 0.25 1.0

0.0 0.5 1.0 0.25 0.125 0.5 0.5 0.5
0.5 0.5 0.375
0.0 0.25 1.125

-0.5 0.5 0.5 0.25
0.0 0.5
-0.5 0.25 ×

（3）考虑 k = 0，对每个可能的初始状态 x0 求最优代价 J̄∗
0 (x0) 和 u∗0。
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用上述方法完成表3，需要的 J̄∗
1 (x1) 值由表2给出，任何导致 x1 超出

范围的状态 x0 和控制 u0 都不允许。

表 3: 第 0 步优化

x0 u0 x1 P (x1) J0 (x0) = J̄∗
1 (x1) +

u02

2
J̄0 (x0) u∗0 J̄∗

0 (x0)

1.5 -0.5 1.5 0.25 0.375 0.3125 -0.5 0.3125
1.0 0.5 0.25
0.5 0.25 0.375

1.0 0.0 1.5 0.25 0.25 0.1875 0.0 0.1875
1.0 0.5 0.125
0.5 0.25 0.25
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-0.5 1.0 0.25 0.25 0.40625
0.5 0.5 0.375
0.0 0.25 0.625

0.5 0.5 1.5 0.25 0.375 0.3125
1.0 0.5 0.25
0.5 0.25 0.375

0.0 1.0 0.25 0.125 0.28125 0.0 0.28125
0.5 0.5 0.25
0.0 0.25 0.5

0.0 0.5 1.0 0.25 0.25 0.40625 0.5 0.40625
0.5 0.5 0.375
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0.0 0.25 0.625

（4）所构建的表格已包含了最优反馈控制律。图4更清楚地展示了每

个状态对应的最优控制和剩余代价。箭头表示所连接状态和控制的关系

xk+1 = xk+uk，该表示略去了噪声的影响。该图称为 “随机极值场”（Bryson
and Ho, 1975），因为它具有向量场的形态。该图显示了每个 x0 的最优条
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件代价 J̄∗
0 (x0)，而为了计算最优期望代价 j∗0，还需要初始状态 x0 的统计

信息。假设已知

x0 =



0.0, P = 0.5

0.5, P = 0.25

1.0, P = 0.125

1.5, P = 0.125

那么关于 x0 的期望为

j∗0 = Ex0
[
J̄∗
0 (x0)

]
=

∑
x0

J̄∗ (x0)P (x0) = 0.3359

□
现在我们还需要讨论随机系统最优控制一个非常重要的特性。我们知

道了怎么用 Bellman 方程求解最小化期望代价的最优控制，并且通过例子
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Figure 4: 随机极值场
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展示了要保证终端状态 xN 属于特定目标集是非常容易处理的。但是即使

求出了最优控制，对给定初始状态 xi 得到的终端状态值仍是未知的！也就

是说并不能肯定对给定 xi 应用 u∗k 后的 xN 值，因为 wk 是未知的。不同

于确定性控制问题，随机最优控制问题的最优控制序列和状态轨迹都不能

由给定的 xi 准确预测，这是因为极值场是随机的，它取决于过程噪声 wk

的值。

根据求 u∗k 时计算出的转移概率（即表2中的 P (x2) 和表3中的 P (x1)），我

们可以使用 Chapman-Kolmogorov 方程来确定转移概率密度函数 f (xN |xi)。
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为方便书写，令 i = 0。因为状态方程是马尔可夫过程，我们有 f (x2|x1, x0) =

f (x2|x1) 等等，因此

f (xN |x0) =
∑

x1,x2,.,xN−1

f (xN |xN−1) · · · f (x2|x1) f (x1|x0) (73)

Example 3.2 继续考虑例3.1 中的标量离散时间随机系统的动态规划问题，
设需要确定当 x0 = 0.5 且使用图4 的最优控制方案时，终端状态 x2 的可

能值及其概率。
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[解] 根据 f (xN |x0) 的表达式 (73)，可得

f (x2|x0) =
∑
x1

f (x2|x1) f (x1|x0 = 0.5)

概率密度函数 f (x2|x1) 和 f (x1|x0) 可分别查表2和表3（表中的 P (x2) 和

P (x1) 其实就是条件概率 P (x2|x1) 和 P (x1|x0)），称为转移概率。如果

x0 = 0.5 且应用 u∗0 = 0，则根据表3，x1 取值为

x1 =


1.0, P = 0.25

0.5, P = 0.5

0.0, P = 0.25

条件概率密度函数 f (x1|x0 = 0.5) 如图3 所示。注意根据状态方程和
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u∗0 = 0，有

f (x1|x0 = 0.5) = fwk(w = 0.5)

f (xN |x0) 现在可写为

f (x2|x0 = 0.5) = 0.25f (x2|x1 = 1) + 0.5f (x2|x1 = 0.5) + 0.25f (x2|x1 = 0)

接下来，由表2按 u∗1 确定转移概率密度函数 f (x2|x1)，结果为

f (x2|x1 = 1) =


1
4
, x2 = 1.5

1
2
, x2 = 1.0

1
4
, x2 = 0.5
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等等。于是，可得

f (x2|x0 = 0.5) =



3
16
, x2 = 1.5

7
16
, x2 = 1.0

5
16
, x2 = 0.5

1
16
, x2 = 0.0

现在我们讨论性能指标的另一种类型——希望最大化 xN 在目标集 S

（可能仅包含单个值 rN，即希望的或参考的终端状态）内取值的概率。考

虑如下性能指标：

Ji (xi) = P (xN ∈ S|xi) (74)
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Figure 5: x0 = 0.5 下的转移概率密度函数

Prof. Yuan-Li Cai 85/172 Xi’an Jiaotong University

mailto:xjtu001@qq.com


3 随机动态规划技术 随机最优控制理论

我们下面来讨论这种情况下最优性原理的形式。根据 Chapman-
Kolmogorov 方程，将 Jk (xk) 分解为两个部分

Jk (xk) =
∑
xk+1

P (xN ∈ S|xk+1)P (xk+1|xk, uk)=
∑
xk+1

Jk+1 (xk+1)P (xk+1|xk, uk)

(75)

其中 P (xk+1|xk, uk) 为施加控制 uk 时从 xk 到 xk+1 的转移概率。根据最

优性原理，我们仅需考虑后续代价为最优的情况

Jk (xk) =
∑
xk+1

P (xk+1|xk, uk) J∗
k+1 (xk+1) (76)
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最大化容许代价即为

J∗
k (xk) = max

uk

∑
xk+1

P (xk+1|xk, uk) J∗
k+1 (xk+1) (77)

这就是概率型性能指标问题的最优性原理的数学形式（Elbert 1984）。

3.2 连续时间系统

对连续系统也可以应用离散随机最优性原理，只要将问题先离散化和

数字化（包括过程噪声）。用这种方式求解随机系统最优控制非常适用于数

字计算机编程，虽然维数灾难限制了可处理的系统规模和可达到的精度。
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为了便于说明连续时间随机控制问题的一般求解原理，我们首先研究

标量非线性随机系统：

ẋ = a(x, u, t) + w (78)

其中，w(t) ∼ N (0, σ2) 为白噪声过程，初始状态 x (t0) 是随机的。性能指

标为

J [x (t0) , t0] = ϕ [x(T ), T ] +

∫ T

t0

L(x, u, t)dt (79)

其中 ϕ 和 L 是给定的确定性函数。我们的问题是求解最优控制 u∗(t)，使

性能指标的平均值最小。平均性能指标也称为期望代价函数，即

j (t0) = E {J [x (t0) , t0]} (80)
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此外，通常还要求终端状态满足如下约束条件：

ψ [x(T ), T ] = 0 (81)

其中 ψ 是给定的确定性函数。这里我们假设最终时间 T 是固定的，并且

在时刻 t 通过测量可以得到完整的状态信息 x(t)。

即使给定 x(t0)，由于过程噪声的作用，J [x(t0), t0] 也是随机的。我们

定义给定 x (t0) 下的条件期望代价函数为

J̄ [x (t0) , t0] = E [J [x (t0) , t0] |x (t0)] (82)

根据贝叶斯法则，有

j (t0) = Ex(t0)
{
J̄ [x (t0) , t0]

}
(83)
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另外，类似离散时间问题，我们有

j∗ (t0) = Ex(t0)
{
J̄∗ [x (t0) , t0]

}
(84)

因此最优控制问题可以转化为最小化条件代价函数来解决。

首先，我们考察给定 x 和 t 条件下的状态增量

∆x = x(t+∆t)− x(t) (85)

的条件概率密度函数。根据状态方程 (78)，∆t 为小量时有

∆x = a∆t+ w∆t (86)
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其中，过程噪声 w∆t ∼ N (0, σ2∆t)。因此，可知 ∆x 的概率密度函数为

f (∆x|x, t) = 1√
2πσ2∆t

exp
[
−(∆x− a∆t)2

2σ2∆t

]
(87)

也就是说，在 x 和 t 给定条件下，∆x 服从 N (a∆t, σ2∆t)。注意，x(t) 是

Markov 过程，∆x 只取决于当前状态。

在当前状态和时间 (x, t) 固定的情况下，性能指标 J [x(t), t] 可以分解

为两部分

J(x, t) = J(x+∆x, t+∆t) +

∫ t+∆t

t

L(x, u, τ )dτ (88)
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对固定的 ∆x 取条件期望，可得

E [J(x, t)|∆x] = E

[∫ t+∆t

t

L(x, u, τ )dτ |∆x
]
+E [J(x+∆x, t+∆t)|∆x]

(89)

其中积分项是控制 u(τ)(t ≤ τ ≤ t + ∆t) 的确定性函数（因为 x(t) 给定），

且 x 和 ∆x 固定表明 x+∆x 固定，因此

E [J(x, t)|∆x] =
∫ t+∆t

t

L(x, u, τ )dτ + J̄(x+∆x, t+∆t) (90)

根据最优性原理，在 t 时刻确定最优策略仅需要考虑

E [J(x, t)|∆x] =
∫ t+∆t

t

L(x, u, τ )dτ + J̄∗(x+∆x, t+∆t) (91)
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事实上 ∆x 是依赖于过程噪声的随机变量，因此应用贝叶斯法则，并

记关于 ∆x 的期望为 E∆x，有

J̄(x, t) = E∆x

[∫ t+∆t

t

L(x, u, τ )dτ + J̄∗(x+∆x, t+∆t)

]
=

∫ t+∆t

t

L(x, u, τ )dτ + E∆x

[
J̄∗(x+∆x, t+∆t)

]
于是，由最优性原理可得（并将最后一项写为数学期望的定义形式）

J̄∗(x, t) = min
u(τ)

t≤τ≤t+∆t

[∫ t+∆t

t

L(x, u, τ )dτ +

∫
J̄∗(x+∆x, t+∆t)f (∆x|x, t)d(∆x)

]
(92)
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其中 f (∆x|x, t) 即为上面推导的概率密度函数 (87)，即 ∆x ∼ N (a∆t, σ2∆t)。

这就是完整状态信息下的连续时间随机系统最优性原理 的数学表示。

为了能具体求解最优的条件期望代价函数 J̄∗(x, t) 和最优控制 u∗(t) 的

解析表达式，我们下面来推导 J̄∗(x, t) 满足的一组偏微分方程。针对 J̄∗(x, t)

的表达式 (92)，对 L(x, u, τ ) 的积分取一阶近似，并将 J̄∗(x +∆x, t +∆t)

在 (x, t) 处进行泰勒级数展开，有

J̄∗(x, t) = min
u(τ)

t≤τ≤t+∆t

{L(x, u, τ )∆t

+

∫
[J̄∗(x, t) + J̄∗

x∆x+ J̄∗
t∆t

+
1

2
J̄∗
xx∆x

2 +
1

2
J̄∗
tt∆t

2 + J̄∗
xt∆x∆t+ · · · ]f (∆x|x, t) d(∆x)}
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可以看到 ∆t, J̄∗ 以及偏导数 J̄∗
x , J̄

∗
t , J̄

∗
xx, J̄

∗
tt, J̄

∗
xt 都可从积分中移出，而剩

下的数学期望要么是整个概率密度函数的区域下（即等于 1），要么是

∆x ∼ N (a∆t, σ2∆t) 的矩（注意一阶近似下有 E (∆x2) = σ2∆t），因此有

J̄∗(x, t) = min
u(τ)

t≤τ≤t+∆t

[L(x, u, τ )∆t+ J̄∗(x, t)

+ J̄∗
xa∆t+ J̄∗

t∆t

+
1

2
J̄∗
xxσ

2∆t+
1

2
J̄∗
tt∆t

2 + J̄∗
xt∆ta∆t+ · · · ]

把在 t ≤ τ ≤ t+∆t 上独立于 u(τ) 的项 J̄∗(x, t) 和 J̄∗
t∆t 从取最小中移出，

Prof. Yuan-Li Cai 95/172 Xi’an Jiaotong University

mailto:xjtu001@qq.com


3 随机动态规划技术 随机最优控制理论

并忽略 ∆t 的二阶以上项，得到

0 = J̄∗
t∆t+ min

u(τ)
t≤τ≤t+∆t

[
L(x, u, τ )∆t+ J̄∗

xa∆t+
1

2
J̄∗
xxσ

2∆t

]
除以 ∆t，最后可得

−∂J̄
∗

∂t
= min

u(τ)
t≤τ≤t+∆t

[
L(x, u, τ ) +

∂J̄∗

∂x
a+

1

2

∂2J̄∗

∂x2
σ2

]
(93)

这就是我们需要的结果，称为完整状态信息的随机 Hamilton-Jacobi-Bellman
（HJB）方程。其边界条件为

J̄∗ [x(T ), T ] = ϕ [x(T ), T ] (94)

且在超平面 ψ [x(T ), T ] = 0 上。
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对于向量随机系统

ẋ = a (x,u, t) +Gw (95)

其中 x ∈ Rn 且过程白噪声 w(t) ∼ N (0,Q′)，上述 HJB 方程 (93) 推广为

−∂J̄
∗

∂t
= min

u(t)

[
L+

(
∂J̄∗

∂x

)T

a+
1

2
tr
(
∂2J̄∗

∂x2
GQ′GT

)]
(96)

关于 HJB 方程，完整严谨的数学论证需要引入伊藤随机微分相关理论。

这里仅进行了直观解释和推导，对于向量随机系统类似地有

J̄ (x, t) = L (x,u, t)∆t+ J̄ (x+∆x, t+∆t)
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泰勒级数展开后可表达为

J̄ (x, t) =L (x,u, t)∆t+ J̄ (x, t) + J̄x (x, t)∆x+ J̄t (x, t)∆t

+
1

2
∆xTJ̄xx (x, t)∆x+

1

2
J̄tt (x, t) (∆t)

2 + J̄xt (x, t)∆x∆t+ · · ·

考虑 ∆t→ 0，忽略高价小后得

−J̄t (x, t) = L (x,u, t) + J̄x (x, t)a (x,u, t) +
1

2
tr
(
J̄xx (x, t)E

[
∆x∆xT])

即

−J̄t (x, t) = L (x,u, t) + J̄x (x, t)a (x,u, t) +
1

2
tr
(
J̄xx (x, t)GQ

′GT)
由此可以导出 (96)。
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一旦求出并消去 u(t)，随机 HJB 方程即变为 Kolmogorov 方程。原则

上由 HJB 方程可以解出最优条件代价函数和最优控制的解析表达式，得到

状态反馈控制律。但实际上，求解 HJB 方程是非常困难的，一种可能的途

径是采用现在流行的机器学习方法。当系统是线性系统、性能指标是二次

型形式时，上述 HJB 方程有解析解，在实际中有广泛应用，下面我们将专

门讨论。
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4. 连续时间线性二次型高斯问题

4.1 问题描述

考虑如下连续时间线性随机系统：

ẋ = Ax+Bu+Gw (97)

其中，过程白噪声 w(t) ∼ N (′,Q′)，初始状态 x (t0) ∼ N (x̄0,P0)。相应

性能指标为二次型

J [x (t0) , t0] =
1

2
xT(T )STx(T ) +

1

2

∫ T

t0

(
xTQx+ uTRu

)
dt (98)
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其中 ST ≥ 0,Q ≥ 0,R > 0 为对称权重矩阵。一般情况下，系统的模型矩

阵和权重矩阵可以是时间的函数。希望求解 [t0, T ] 上的控制 u∗(t) 以最小

化平均代价函数

j (t0) = E {J [x (t0) , t0]} (99)

此外，假设 x(T ) 自由，T 固定。

以上问题称为连续时间线性二次型高斯（LQG）控制问题。
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显然，对于 LQG 问题，需要考虑两种情况：（1）对于完整状态信息情

况，在 t 时刻状态向量 x(t) 准确已知，故 u(t) 可以表示为 x(t) 的函数，

即状态反馈；（2）对于非完全状态信息情况，只能获得观测（量测）向量

z = Hx+ v (100)

其中量测噪声 v(t) ∼ N (0,R′)。此时控制 u(t) 只能表示为状态估计 x̂(t)

的反馈。

我们将要推导的结果是所有噪声为高斯分布时的最优控制。而当噪声

不是高斯分布时，它们是线性最小方差意义下的最优控制。
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4.2 完全状态信息

4.2.1 基于 HJB 方程的最优解

根据 LQG 问题的性能指标 (98)，由随机系统的 HJB 方程 (96) 可知

−J̄∗
t = min

u(t)

[
1

2
xTQx+

1

2
uTRu+ J̄∗T

x (Ax+Bu) +
1

2
tr
(
J̄∗
xxGQ

′GT)]
(101)

由于控制输入无约束，最小化的驻点条件为

Ru+BTJ̄∗
x = 0 (102)
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由此可导出最优控制

u∗(t) = −R−1BTJ̄∗
x (103)

将其代入 HJB 方程 (101)，即得到 Kolmogorov 方程

−J̄∗
t =

1

2
xTQx− 1

2
J̄∗T
x BR

−TBTJ̄∗
x + J̄∗T

x Ax+
1

2
tr
(
J̄∗
xxGQ

′GT) (104)

类似于确定性 LQR 问题的求解，我们采用试凑法，假设

J̄∗ (x, t) =
1

2

[
xTSx+ tr

∫ T

t

SGQ′GTdτ
]

(105)

其中 S(t) 为待定的确定性对称矩阵函数。可见

J̄∗
x = Sx, J̄∗

t =
1

2
xTṠx, J̄∗

xx = S
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将此代入 Kolmogorov 方程 (104)，得到

0 =
1

2
xT

(
Ṡ +Q+ATS + SA− SBR−TBTS

)
x (106)

现在将 S(t) 选择为下式的解

−Ṡ = ATS + SA− SBR−TBTS +Q (107)

该式称为连续时间 LQG 问题的 Riccati 方程，边界条件为 S(T ) = ST。

最优控制可以表示为状态变量反馈的形式，即

u∗(t) = −R−1BTSx(t) (108)
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在 [t, T ] 上的最优条件代价函数 J̄∗ (x, t) 由 t 时刻的状态 x(t) 给出，

关于 x(t) 求期望可以得到最优平均代价函数

j∗(t) =
1

2
Ex

[
xTSx+ tr

∫ T

t

SGQ′GTdτ
]

=
1

2
tr
[
S(t)X(t) +

∫ T

t

SGQ′GTdτ
]

(109)

其中

X(t) = E
[
x(t)xT(t)

]
(110)

为 x(t) 的均方值，即 x(t) 的自相关函数。可见，[t0, T ] 上的最优平均代价

函数为

j∗ (t0) =
1

2
tr
[
S (t0)X (t0) +

∫ T

t0

SGQ′GTdτ
]

(111)
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现在可以清楚过程噪声 w(t) 的影响：随机 LQG 问题的解与确定性

LQR 问题几乎完全相同，唯一的差别是最优代价中多出了 1
2
tr
(
SGQ′GT)

这一项，这代表了由协方差为 Q′ 的过程噪声扰动所增加的代价。

4.2.2 另一求解方法

首先建立一些有用的表达式。设 ϕ [x(t)] 为 x ∈ Rn 的任意二阶可微标

量函数，随机变量 x(t) 具有概率密度函数 fx(x, t)，且 x 的时间更新过程

为

ẋ = a (x, t) +G (x, t)w (112)

其中 w(t) ∼ N (0,Q′)。
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4 连续时间线性二次型高斯问题 随机最优控制理论

定义

ϕ̂ [x(t)] =

∫
ϕ (x) fx (x, t) dx (113)

于是

dϕ̂ [x(t)]

dt =

∫
ϕ (x)

∂fx
∂t

dx

根据 Fokker-Planck 方程

∂

∂t
fx(x, t) =

∑
i

{
− ∂

∂xi
[aifx (x, t)] +

1

2

∂

∂xi

[
GQ′GT∂fx (x, t)

∂x

]
i

}
(114)

可得

dϕ̂ [x(t)]

dt =

∫
tr
[
ϕ (x)

∂ (fxa)

∂x

]
dx+

1

2

∫
ϕ (x)

n∑
i,j=1

∂2
(
fx

[
GQ′GT]

ij

)
∂xi∂xj

dx
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4 连续时间线性二次型高斯问题 随机最优控制理论

进行分部积分，并利用一些关于求迹运算的矩阵恒等式，推导可得

dϕ̂ [x(t)]
dt =

∫
ϕT
xafxdx+

1

2

∫
tr
(
GQ′GTϕxx

)
fxdx (115)

由数学期望的定义，上式可表达为

d
dtE [ϕ (x)] = E

(
ϕT
xa

)
+

1

2
trE

(
GQ′GTϕxx

)
(116)

下面将上述 ϕ[x(t)] 拓展为 ϕ[x(t), t]，后者是 t 的显函数。显然

d
dtE [ϕ (x, t)] =

d
dt

∫
ϕ (x, t) fx (x) dx

=

∫ [
∂ϕ (x, t)

∂t
fx (x) + ϕ (x, t)

∂fx (x)

∂t

]
dx

= E

[
∂ϕ

∂t

]
+

∫
ϕ (x, t)

∂fx (x)

∂t
dx
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4 连续时间线性二次型高斯问题 随机最优控制理论

结合 (116) 式，可知

d
dtE[ϕ(x, t)] = E(ϕt) + E(ϕT

xa) +
1

2
trE(GQ′GTϕxx) (117)

取 ϕ(x, t) = xTSx，注意到 S = S(t)，a(x, t) = Ax +Bu，由 (117)
可导出

d
dtE

[
xTSx

]
=E

(
xTṠx

)
+ E

[
xTS (Ax+Bu) + (Ax+Bu)T Sx

]
+ tr

(
SGQ′GT) (118)
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4 连续时间线性二次型高斯问题 随机最优控制理论

最后，注意到∫ T

t0

d

dtE
(
xTSx

)
dt = E

[
xT(T )S(T )x(T )

]
− E

[
xT (t0)S (t0)x (t0)

]
(119)

取 S(T ) = ST，将以上表达式代入二次型性能指标 J [x (t0) , t0]，可得到平

均代价函数的表达式

j (t0) =
1

2
E
[
xT (t0)S (t0)x (t0)

]
+

1

2
E

∫ T

t0

[
xT

(
Ṡ + SA+ATS +Q

)
x+ xTSBu+ uTBTSx+ uTRu

]
dt

+
1

2
tr
∫ T

t0

SGQ′GTdt
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4 连续时间线性二次型高斯问题 随机最优控制理论

若选取 S(t) 使其在 t ≤ T 内满足 Riccati 方程

−Ṡ = ATS + SA− SBR−TBTS +Q, S(T ) = ST (120)

则 j (t0) 简化为

j (t0) =
1

2
E
[
xT (t0)S (t0)x (t0)

]
+

1

2
E

∫ T

t0

[
xTSBR−1BTSx+ xTSBu+ uTBTSx+ uTRu

]
dt

+
1

2
tr
∫ T

t0

SGQ′GTdt
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4 连续时间线性二次型高斯问题 随机最优控制理论

式中前一个积分内是一个二次型，即

j (t0) =
1

2
E
[
xT (t0)S (t0)x (t0)

]
+

1

2
E

∫ T

t0

∥∥R−1BTSx+ u
∥∥2

R
dt

+
1

2
tr
∫ T

t0

SGQ′GTdt

注意 Riccati 方程就是为了给出积分内的二次型形式。由于只有这一项包

含 u(t)，所以 j (t0) 的最小值为

j∗ (t0) =
1

2
E
[
xT (t0)S (t0)x (t0)

]
+

1

2
tr
∫ T

t0

SGQ′GTdt (121)
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4 连续时间线性二次型高斯问题 随机最优控制理论

相应的最优控制为

u∗(t) = −R−1BTS(t)x(t) (122)

其中 S(t) 满足 Riccati 方程 (120)。此外 j∗(T ) = j(T )。

可见，这种推导方法给出了基于 HJB 方程相同的结果。再次指出，除

了因协方差为 Q′ 的过程噪声引起代价函数增大，导致 j (t0) 中增加了一

项外，完整信息下随机 LQG 控制问题的解与确定性 LQR 问题相同。

引入 Kalman 控制增益

K(t) = R−1BTS(t) (123)
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4 连续时间线性二次型高斯问题 随机最优控制理论

最优控制可写为

u∗(t) = −K(t)x(t) (124)

即线性时变状态反馈。

4.2.3 两点讨论

（1）在确定性问题中，通过设计合适的 Q 和 R ，随着 (T − t0) 增

大，LQR 的控制将使状态趋于 0。但在随机情况下并非如此，由于过程

噪声 w(t) 的存在，系统状态将持续地被噪声激励，稳态的下状态 x(t)

的行为由 w(t) 的扰动效果与最优控制之间的平衡来决定，状态均方值

X(t) = E
[
x(t)xT(t)

]
在稳态下不为 0。
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4 连续时间线性二次型高斯问题 随机最优控制理论

为求解均方状态 X(t)，考虑最优控制 (124) 作用下的闭环系统

ẋ = (A−BK)x+Gw (125)

由此可导出 Lyapunov 方程

Ẋ = (A−BK)X +X (A−BK)T +GQ′GT (126)

其初始条件为 X (t0) = E
[
x (t0)x

T (t0)
]

= P0 + x̄0x̄
T
0 ，注意 x0 ∼

N (x̄0,P0)。

另外，控制的均方值也能事先确定：

E
(
uuT) = E

(
KxxTKT) =KX(t)KT (127)
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4 连续时间线性二次型高斯问题 随机最优控制理论

稳态时状态 x(t) 的均方值可通过如下 Lyapunov 代数方程得到：

0 = (A−BK)X +X (A−BK)T +GQ′GT (128)

注意 Riccati 方程 (120) 是按时间倒推求解的，且独立于 x(t)，因此可

以离线求解得到 S(t)，之后得到 K(t)；然后可由给定初值 X (t0) 按时间

正向积分 (126) 计算出 X(t)，并由 (127) 计算 E
(
uuT)；而最优期望代价

由 j∗ (t0) 表达式 (121) 给出。

综上讨论，在对系统应用最优控制之前，我们就可以提前确定平均的

代价函数、状态和控制的均方值，使得可以在设计控制器时就评估控制器

的性能和控制消耗。

Prof. Yuan-Li Cai 117/172 Xi’an Jiaotong University

mailto:xjtu001@qq.com


4 连续时间线性二次型高斯问题 随机最优控制理论

（2）假如状态反馈控制中的增益 K(t) 不是最优的而是其它值时，那么

可能得到什么样的平均代价函数 j (t0) 呢？因为我们经常希望使用简单形

式的次优反馈，例如常值稳态反馈

K∞ = R−1BTS∞ (129)

其中 S∞ 是 Riccati 方程 (107) 的稳态或极限解。此时，我们希望确定非最

优控制律下的 j (t0) 以判断其闭环行为是否可接受。
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为此，我们将非最优的反馈控制代入 j (t0) 表达式可得

j (t0) =
1

2
E
[
xT (t0)S (t0)x (t0)

]
+

1

2
tr
∫ T

t0

SGQ′GTdt

+
1

2
E

∫ T

t0

xT
[
Ṡ + S (A−BK) + (A−BK)T S +Q+KTRK

]
xdt

现在选取 S(t) 使其在 t ≤ T 内满足 Lyaunov 方程

−Ṡ = S (A−BK) + (A−BK)T S +Q+KTRK (130)

它可由闭环系统方程

ẋ = (A−BK)x+Gw (131)
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4 连续时间线性二次型高斯问题 随机最优控制理论

得到。则任意具有 u = −Kx 形式的反馈控制的平均代价函数等于

j (t0) =
1

2
E
[
xT (t0)S (t0)x (t0)

]
+

1

2
tr
∫ T

t0

SGQ′GTdt (132)

注意，这里的 Lyaunov 方程 (130) 边界条件仍然为 S(T ) = ST。要评价该

控制在过程噪声下实现的状态调节效果如何，同样可以考察状态的均方值

X(t)。

Example 4.1 考虑标量随机控制系统

ẋ = ax+ bu+ gw
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其中，高斯白噪声 w(t) ∼ N (0, q′)，且 x(0) ∼ N (x̄0, p0)。性能指标为

J =
1

2
sTx

2(T ) +
1

2

∫ T

0

(
qx2 + ru2

)
dt

假设状态 x(t) 在每个时刻 t 都可准确测得。希望求解最优控制最小化平均

代价函数

j(0) = E(J)

并求出对应的状态均方值。

[解] LQG 最优控制为

u∗(t) = −K(t)x(t)
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其中 Kalman 控制增益由 (123) 可知为

K(t) =
b

r
s(t)

式中 s(t) 满足 Riccati 方程 (120)，即

−ṡ = 2as− b2

r
s2 + q, s(T ) = sT

该方程容易通过分离变量求解。

在控制 u∗(t) 作用下的均方状态 X(t) = E [x2(t)] 由 Lyapunov 方程

(126) 给出

Ẋ = 2(a− bK)X + g2q′, X(0) = p0 + x̄20
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由 (121) 式可知 [0, T ] 上的最优平均代价函数为

j∗(0) =
1

2

[
s(0)X(0) + g2q′

∫ T

0

s(τ)dτ
]

随机 LQG 的实际应用非常容易。首先将 Riccati 方程反向积分得到

s(t)，同时可以得到 K(t) 并存储。实际上，反向积分可化为正向积分

ds
dτ = 2as− b2

r
s2 + q, τ ≥ 0

其中 s(0) = sT，然后将所得结果 s(τ) 按时间反转得到 s(t)。注意，τ = T−t。

X(t) 的 Lyapunov 方程需按时间正向积分，而闭环系统的仿真也按时间正

向推进，因此可以同时进行。 □
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4.3 非完全状态信息与分离原理

4.3.1 基于状态估计的最优解

对于完全状态信息情况，我们时刻知道状态 x(t) 的准确值。而更一般

的情况是非完全状态信息，此时我们仅有带高斯噪声的量测信息

z =Hx+ v (133)
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此时我们可以由 Kalman 滤波器给出系统状态的最优估计：

˙̂x = Ax̂+Bu+L (z −Hx̂) , x̂(0) = x̄0 (134)

L = PHTR
′−1 (135)

Ṗ = AP + PAT +GQGT − PHTR
′−1HP , P (t0) = P0 (136)

其中 P (t) 是估计误差协方差矩阵，L(t) 是 Kalman 滤波增益。注意 x̂(t)

和 P (t) 也是已知 t 时刻前控制输入和量测值下 x(t) 的条件均值与协方差

矩阵。

因此，现在当前时刻的控制只能是估计量 x̂(t) 的函数，而非未知状态

x(t) 的函数。
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为求解此时的最优控制，回顾上小节导出的 j (t0) 表达式：

j (t0) =
1

2
E
[
xT (t0)S (t0)x (t0)

]
+

1

2
E

∫ T

t0

∥∥R−1BTSx+ u
∥∥2

R
dt (137)

+
1

2
tr
∫ T

t0

SGQ′GTdt

定义 t 时刻的已知观测数据集

Zt = {z(τ)|t0 ≤ τ ≤ t} (138)

因此 j (t0) 中的二次型积分项可写为

1

2
E

∫ T

t0

∥∥R−1BTSx+ u
∥∥2

R
dt = 1

2
EZt

∫ T

t0

E
[
(u+Kx)TR (u+Kx) |Zt

]
dt

(139)
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其中 Kalman 控制增益 K = R−1BTS，EZt 表示关于 Zt 的期望。

注意到，对于任意 x ∼ (x̄,Px)，R = RT ≥ 0，有

E
(
xTRx

)
=E

[
(x− x̄)TR (x− x̄)

]
+ x̄TRx̄

=x̄TRx̄+ trE
[
R (x− x̄) (x− x̄)T

]
=x̄TRx̄+ tr (RPx)
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该表达式在 x̄ 和 Px 分别为条件均值和协方差、E 为条件期望时仍然成

立。于是，(139) 可化为

1

2
E

∫ T

t0

∥∥R−1BTSx+ u
∥∥2

R
dt =1

2
EZt

∫ T

t0

[
(u+Kx̂)TR (u+Kx̂)

]
dt

+
1

2
tr
∫ T

t0

KTRKPdt

由此可知此时的最优控制应该为

u∗(t) = −K(t)x̂(t) (140)
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代入 j (t0) 可得最优的平均代价函数

j∗ (t0) =
1

2
E
[
xT (t0)S (t0)x (t0)

]
+

1

2
tr
∫ T

t0

SGQ′GTdt (141)

+
1

2
tr
∫ T

t0

KTRKPdt

4.3.2 分离原理

上述结果非常重要，称为非完全信息问题的分离原理，也称为确定性

等价原理。可以进一步表述如下：非完全状态信息下的随机 LQG 控制问题

的最优解，具有确定性 LQR 问题最优控制一样的形式，只需将构成反馈的

状态替换为 Kalman 滤波器给出的最优状态估计即可。相应的最优代价函
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数 j∗ (t0) 中，第一项来自于确定性 LQR 控制，第二项代表过程噪声引起

的附加代价，最后一项是量测不准确带来的附加代价。

分离原理的重要性在于：LQG 控制设计过程可以由两个分离的步骤来

完成，即分开设计 Kalman 滤波器和反馈控制。这意味着分别由确定性最

优控制问题和最优估计问题得到的所有结果仍然有效。例如，如果过程噪

声和测量噪声相关，只需要使用改进的滤波增益。如果噪声统计特性为非

高斯，则分离原理得到的是依据最佳线性状态估计的最佳线性调节器。
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LQG 调节器的结构框图如图6所示，其中包括了参考或指令输入 r(t)，

而 s(t) 是中间信号。调节器的主方程为

˙̂x = (A−LH) x̂+Bu+Lz (142)

u = −Kx̂+ r (143)

这表示动态输出反馈，即系统输出 z(t) 和控制输入 u(t) 进入动态系统
˙̂x = (A−LH) x̂+Bu+Lz，其输出 Kx̂ 作为控制返回。附加动态的功

能是重构出无法直接由输出测得的状态信息。其中，反馈动态系统输出的

状态其实是原系统状态的最优估计，该输出反馈应区别于完整状态信息情

况中的状态反馈。

对于随机系统，我们希望了解调节器能使状态保持多小，也就是确定
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Figure 6: 非完全状态信息 LQG 调节器
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所给 LQG 控制作用下的状态均方值 X(t) = E
[
x(t)xT(t)

]
。显然，估计误

差 x̃(t) = x(t)− x̂(t) 的动力学为

˙̃x = (A−LH) x̃+Gw −Lυ (144)

注意 x̃(t) 独立于控制，这也是是分离原理成立的原因之一。由上式，可知

估计误差的协方差满足

Ṗ = (A−LH)TP + P (A−LH) +GQ′GT +LR′LT, t ≥ t0 (145)

现在引入残差

z̃(t) =Hx̃(t) + υ(t) (146)
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则状态估计的动力学方程可化为

˙̂x = (A−BK) x̂+Lz̃ (147)

由于 z̃(t) 是独立于 x̂ 的零均值、协方差为 R′ 的白噪声过程，因此估计量

的均方值 X̂(t) = E
[
x̂(t)x̂T(t)

]
依下式传播：

˙̂
X = (A−BK)T X̂ + X̂ (A−BK) +LR′LT (148)

考虑到 X(t) = E
[
xxT] = E

[
(x̂+ x̃) (x̂+ x̃)T

]
，E (x̃) = 0，因此

X(t) = X̂(t) + P (t) (149)
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由于状态的初始均值 x̄0 和协方差 P0 已知，由

X (t0) = P0 + x̄0x̄
T
0 (150)

可知

X̂ (t0) =X (t0)− P0 = x0x0
T (151)

此即为 X̂ 传播方程 (148) 的初始条件。同时由 (141)，可将最优的平均代

价函数写为

j (t0) =
1

2
trS (t0)X (t0) +

1

2
tr
∫ T

t0

SGQ′GTdt+ 1

2
tr
∫ T

t0

KTRKPdt

(152)
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此外，考察控制的均方值有助于预测需要付出的控制代价（能耗）。显

然

E
[
u(t)uT(t)

]
=K(t)X̂(t)KT(t) (153)

Example 4.2 ( 导弹滚动姿态调节器) 如图 (7)所示，对于副翼操控的导弹
滚动姿态运动，希望设计反馈控制器使滚动角 ϕ 趋近于 0，并使副翼偏转
角 δ 及其变化率 δ̇ 满足物理限制。
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Figure 7: 导弹滚动姿态控制示意图
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导弹滚动姿态运动方程可描述为

δ̇ = u

ω̇ = −1

τ
ω +

q

τ
δ + n

ϕ̇ = ω

其中 τ 为滚动时间常数，q 为副翼效率，u 为控制指令，ω 为滚动角速度；

n 为随机滚动干扰力矩，假设为白噪声，且 E [n(t)] = 0, E [n(t)n(τ)] =

Nδ(t− τ)。

考虑拟最小化的二次型性能指标

J = lim
tf−t0→∞

1

2

∫ tf

t0

(
ϕ2

ϕ0
2 +

δ2

δ0
2 +

u2

u02

)
dt
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4 连续时间线性二次型高斯问题 随机最优控制理论

其中，ϕ0, δ0, u0 分别为 ϕ, δ, u 的最大可能值。

[解] 令 x = [δ, ω, ϕ]T，将模型写为标准线性二次型形式

ẋ = F (t)x+G(t)u+w(t)

J =
1

2

(
xTSfx

)
t=tf

+
1

2

∫ tf

t0

(
xTAx+ uTBu

)
dt

其中

F =


0 0 0

q
τ

− 1
τ

0

0 1 0

 , G =


1

0

0

 , A =


1
δ0

2 0 0

0 0 0

0 0 1
ϕ0

2

 , B =
1

u02

Prof. Yuan-Li Cai 139/172 Xi’an Jiaotong University

mailto:xjtu001@qq.com


4 连续时间线性二次型高斯问题 随机最优控制理论

由 (120) 可知稳态 Riccati 方程为

0 = −SF − F TS + SGB−1GTS −A

式中

S =


S11 S12 S13

S12 S22 S23

S13 S23 S33


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4 连续时间线性二次型高斯问题 随机最优控制理论

展开可得 6 个方程

−2
q

τ
S12 + u0

2S11
2 − 1

δ0
2 = 0

1

τ
S12 − S13 −

q

τ
S22 + u0

2S11S12 = 0

− q
τ
S23 + u0

2S11S13 = 0

2
1

τ
S22 − 2S23 + u0

2S12
2 = 0

1

τ
S23 − S33 + u0

2S12S13 = 0

u0
2S13

2 − 1

ϕ0
2 = 0
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令 σ = u0S11，则有

S11 =
σ

u0
, S12 =

τ

2q

(
σ2 − 1

δ0
2

)
, S13 =

1

u0ϕ0

,

S23 =
τσ

qϕ0

, S22 =
τ 2σ

qϕ0

− u0
2τ 3

8q2

(
σ2 − 1

δ0
2

)2

, S33 =
σ

qϕ0

+
u0τ

2qϕ0

(
σ2 − 1

δ0
2

)
σ 需满足

σ4 +
4

u0τ
σ3 +

(
4

u02τ 2
− 2

δ0
2

)
σ2 − 4

u0τ

(
1

δ0
2 +

2q

u0ϕ0

)
σ

+
1

δ0
4 − 4

u02τ 2δ0
2 − 8q

u03τ 2ϕ0

= 0
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最优控制律为

u = −Cx = −u02
[
S11 S12 S13

]
δ

w

ϕ


如果 τ = 1 s, q = 10 s−1, ϕ0 =

π
180

rad, δ0 =
π
12

rad, u0 = π rad/s, Q =

0.35 rad2/s3，则可解得（注意需使 S 为实正定矩阵）σ = 8.55，C =[
27 29 180

]T
。进一步有

F −GC =


−27 −29 −180

10 −1 0

0 1 0

 , Q =


0 0 0

0 0.35 0

0 0 0


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由此可得

X =


0.0333 −0.0149 −0.0026

−0.0149 0.0259 0

−0.0026 0 0.0003


E(u2) = 7.4

进一步可求得状态量和控制量的均方根如下：√
E (δ2) = 0.17,

√
E (ϕ2) = 0.017,

√
E (w2) = 0.16√

E (u2) = 2.7

□
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对于该问题，如果仅有滚动角的量测 z = ϕ + v，其中 E(v) =

0, E [v(t)v(τ)] = Rδ(t − τ)，大家可以分析该二次型最优滚动姿态调

节器的平均性能。

Example 4.3 (保持方位角和滚动姿态的横向自动驾驶仪) 飞机的滚动、偏
航、侧滑角运动（横向运动）相互耦合，但可与俯仰、攻角（纵向运动）解
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4 连续时间线性二次型高斯问题 随机最优控制理论

耦。如图 (8) 所示，横向扰动运动方程（五阶系统）可描述为

β̇ + r =
Yβ
mV

(β + βn) +
g

V
ϕ

Izz ṙ + Ixzṗ = nβ (β + βn) + nrr + npp+ nδrδr

Ixxṗ+ Ixz ṙ = lpp+ lβ (β + βn) + lrr + lδaδa

ϕ̇ = p

ψ̇ = r

式中 β 为侧滑角，ψ 为偏航角，r 为偏航角速度，φ 为滚动角，p 为滚动

角速度，δr 为方向舵偏角，δa 为副翼偏角；βn 为阵风干扰引起的侧滑角

扰动，可视为白噪声 E (βn) = 0, E [βn(t)βn(τ)] = Nδ(t− τ)。
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Figure 8: 飞机横向运动控制示意图
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设性能指标为

J = lim
tf−t0→∞

1

2

∫ tf

t0

(
δa

2

δa0
2 +

δr
2

δr0
2 +

(β + ψ)2

ε02
+

ϕ2

ϕ0
2

)
dt

求解最优稳态调节器

δr
δa

 =

Cr1 Cr2 Cr3 Cr4 Cr5

Ca1 Ca2 Ca3 Ca4 Ca5




β

r

p

ϕ

ψ


并计算稳态均方根值

√
E(β + ψ)2,

√
E (ϕ2),

√
E
(
δa

2
)
,
√
E
(
δr

2
)
。计算时
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相关参数参考取值如下：

Yβ
mV

= −0.0297 s−1,
g

V
= 0.0438 s−1,

Ixz
Izz

= −0.0423,
Ixz
Ixx

= −0.106

nβ
Izz

= 0.379 s−1,
nr
Izz

= −0.0096 s−1,
np
Izz

= −0.0125 s−1,
nδr
Izz

= −0.379 s−2

lp
Ixx

= −0.790 s−1,
lβ
Ixx

= −1.17 s−2,
lr
Ixx

= 0.129 s−1,
lδa
Ixx

= 1.580 s−1

δa0 = δr0 = ε0 = ϕ0 = 1
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[解] 这里直接给出结果，供大家验证参考。

δr
δa

 =

−0.317 1.01 0.069 0.076 0.551

0.177 0.388 0.737 1.03 0.834




β

r

p

ϕ

ψ


√
E(β + ψ)2 = 0.60◦,

√
E (ϕ2) = 2.87◦√

E
(
δa

2
)
= 3.30◦,

√
E
(
δr

2
)
= 2.48◦

□
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5. 离散时间线性二次型高斯问题

5.1 问题描述

类似于连续时间系统，离散时间线性二次型高斯控制问题经常简称离

散时间 LQG 问题，或称为离散时间 LQG 调节器问题。研究的系统可描述

为

xk+1 = Axk +Buk +Gwk, k ≥ i (154)
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其中，过程白噪声 wk ∼ N (0,Q′)，初始状态 xi ∼ N (x̄i,Pi)。时间区间

[i, N ] 上的性能指标为

Ji (xi) =
1

2
xN

TSNxN +
1

2

N−1∑
k=i

(
xk

TQxk + uk
TRuk

)
(155)

其中，SN ≥ 0,Q ≥ 0,R > 0 都是对称的权重矩阵。系统矩阵 A,B,G和权

重矩阵Q,R可以是时变的，此时可加入下标 k 来描述，例如Ak,Bk,Qk,Rk

等。希望求解时间区间 [i, N ] 上的控制 u∗
k，最小化平均代价函数

ji = E [Ji (xi)] (156)

比较一般地，认为 xN 自由、终端时间 N 固定。

下面依次给出完整和非完全状态信息下的结果，它们是高斯噪声下的

最优控制器，也是任意噪声下的最佳线性控制律。
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在此不进行推导，推导过程类似前一节，但会复杂一些，因为离散系

统的曲率矩阵
(
BTSk+1B +R

)
和残差协方差

(
HPkH

T +R
′) 形式复杂。

5.2 完全状态信息

当 k 时刻的状态 xk 精确可知时，LQG 调节器与确定性离散时间 LQR
的求解过程及结果基本相同。首先考虑 k = N，此时

jN =
1

2
E(xT

NSNxN) =
1

2
ExN{E(xT

NSNxN)|xN}

j∗N =
1

2
tr [SNXN ]
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其中，XN = ExNx
T
N。当 k = N − 1 时，有

jN−1 =
1

2
E(xT

NSNxN + xT
N−1QxN−1 + u

T
N−1RuN−1)

=
1

2
E[(AxN−1 +BuN−1)

TSN(AxN−1 +BuN−1) + x
T
N−1QxN−1 + u

T
N−1RuN−1]

+
1

2
E[wT

N−1G
TSNGwN−1]

由此可导出

u∗
N−1 = −(BTSNB +R)−1BTSNxN−1 = −KN−1xN−1

KN−1 = (BTSNB +R)−1BTSN

j∗N−1 =
1

2
tr
[
SN−1XN−1 + SNGQ

′GT]
SN−1 = A

T
[
SN − SNB

(
BTSNB +R

)−1
BTSN

]
A+Q
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下面依次考虑 i = N − 2, N − 3, · · ·，根据最优性原理，一般地可导出

最优控制如下：

u∗
k = −Kkxk (157)

其中

Kk =
(
BTSk+1B +R

)−1
BTSk+1A (158)

称为 Kalman 控制增益。此外，Sk 满足如下 Riccati 方程：

Sk = A
T
[
Sk+1 − Sk+1B

(
BTSk+1B +R

)−1
BTSk+1

]
A+Q, k < N

(159)

Prof. Yuan-Li Cai 155/172 Xi’an Jiaotong University

mailto:xjtu001@qq.com


5 离散时间线性二次型高斯问题 随机最优控制理论

边界条件为性能指标中终端权重系数矩阵 SN。最优平均代价函数为

j∗i =
1

2
tr
[
SiXi +

N−1∑
k=i

Sk+1GQ
′GT

]
(160)

式中，Xk = E
[
xkxk

T]，即系统最优状态的均方值。上式右端第二项为过

程噪声引起的附加代价函数。

为了考察 LQG 控制器调节状态的效果，可以研究闭环系统状态的均方

值。由最优控制 u∗
k 反馈作用下的闭环系统

xk+1 = (A−BK)xk +Gwk (161)
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注意到 xk 与 wk 正交，由此可得

Xk+1 = (A−BK)Xk (A−BK)T +GQ′GT, k > i (162)

初始值为

Xi = Pi + x̄ix̄
T
i (163)

有了最优状态的均方值 Xk，亦可导出最优控制的均方值

E
[
ukuk

T] =KkXkKk
T (164)

和连续时间 LQG 问题类似，不难发现，离散时间 LQG 问题的最优状

态均方值、最优控制均方值、最优平均代价函数等都可以首先离线求解。
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5.3 非完全状态信息

当系统状态不完全准确知道时，考虑如下形式的量测方程：

zk =Hxk + υk (165)

其中，白噪声 υk ∼ N
(
0,R

′)。此时，需要动态输出反馈。

类似连续时间 LGQ 问题的推导，我们可以证明分离原理对离散时间系

统同样成立。即非完全状态信息下的 LQG 控制包含状态估计器和确定性

LQR 控制器两部分，但反馈的是最优状态估计 x̂k 而非准确的状态 xk。

为便于应用和查询，我们将最优 LQG 调节器所有方程汇集如下。
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动态输出反馈

uk = −Kkx̂k (166)

x̂k = x̂k|k−1 +Lk
(
zk −Hx̂k|k−1

)
(167)

x̂k+1|k = Ax̂k +Buk, x̂i = x̄i (168)

控制与滤波增益

Kk =
(
BTSk+1B +R

)−1
BTSk+1A (169)

Lk = Pk|k−1H
T (
HPk|k−1H

T +R′)−1
= PkH

T (R′)
−1 (170)
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其他辅助方程

Sk = A
TSk+1A−Kk

T (
BTSk+1B +R

)
Kk +Q, SN 给定 (171)

Pk+1|k = APkA
T +GQ′GT, Pi 给定 (172)

Pk = Pk|k−1 −Lk(HPk|k−1H
T +R

′
)−1LT

k (173)

LQG 调节器的最优平均代价函数为

j∗i =
1

2
tr
[
SiXi +

N−1∑
k=i

Sk+1GQ
′GT +

N−1∑
k=i

Sk+1BKkPkA
T

]
(174)

右端第三项是测量不准确引起的附加代价。注意，如果系统模型、噪声协

方差、性能指标权重矩阵是时变的，以上公式需要在相应的时变参数加下

标 k。
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为了评估 LQG 控制器的调节效果以及控制能耗，A. E. Bryson 和 Y. C.
Ho 提出了状态均方值和控制均方值的计算方法。首先定义估计误差

x̃k|k−1 = xk − x̂k|k−1

x̃k = xk − x̂k

考虑到 x̃k|k−1 与 x̂k|k−1 相互正交，可知状态的均方值为

Xk = Pk|k−1 + X̂k|k−1 (175)

由于一步预测（先验估计）的均方值 X̂k|k−1 = E[x̂k|k−1x̂
T
k|k−1] 还未知，我
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们首先考察一步预测的动态演化

x̂k+1|k = (A−BKk) x̂k

= (A−BKk)
[
x̂k|k−1 +Lk

(
zk −Hx̂k|k−1

)]
= (A−BKk)

[
x̂k|k−1 +LkHx̃k|k−1 +Lkυk

]
注意到 x̃k|k−1, x̂k|k−1,υk 两两正交，于是可得

X̂k+1|k = (A−BKk)(X̂k|k−1 +LkHPk|k−1H
TLT

k +LkR
′LT

k )(A−BKk)
T

代入 Pk 的传播方程，可得到一步预测均方值的递归关系

X̂k+1|k = (A−BKk)
(
X̂k|k−1 + Pk|k−1 − Pk

)
(A−BKk)

T (176)
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由于初始状态均值和协方差 x̄i,Pi 已知，形式上有

X̂i|i−1 =Xi − Pi|i−1 = Pi − Pi|i−1 + x̄ix̄
T
i

因此

X̂i+1|i = (A−BKi) x̄ix̄
T
i (A−BKi)

T (177)

用于启动 (176) 式 X̂k+1|k 的传播计算。从而由 (175) 便可确定 Xk，以此

可以判断 LQG 控制器的调节行为是否满意。

对于控制输入的均方值，因为

uk = −Kkx̂k = −Kk

(
x̂k|k−1 +LkHx̃k|k−1 +Lkυk

)
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所以

E
[
uku

T
k

]
=Kk(X̂k|k−1 + Pk|k−1 − Pk)KT

k (178)

以此可以评估 LQG 控制器的能量消耗。

6. 非线性随机系统次优控制方法

动态规划技术在理论上可以求解非线性随机系统的最优控制问题，但

实际应用非常困难。即使采用离散化状态和控制变量的方法，也需要十分

高昂的计算代价，即 “维数灾难” 或 “计算灾难”。为此需要根据具体问题

发展近似处理方法。
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6.1 摄动法

摄动方法是处理非线性随机系统控制问题最简单、实用的方法，其基

本思想和实现步骤如下：

（1）不计系统的不确定性和可能的干扰，按确定性最优控制理论求解最

优的状态轨道 x̄(t) 及控制 ū(t)；

（2）以 x̄(t) 及 ū(t) 为基准对系统模型进行线性化，求解最优（LQR）

的摄动控制 δu∗(t) =Kδ(t)δx(t)；

（3）设计摄动系统最优滤波器，获得 δx̂(t)；

（4）综合次优控制：u(t) = ū(t) +Kδ(t)δx̂(t)。
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Example 6.1 对于如下非线性系统：

ẋ(t) = −x(t) + ax3(t) + u(t) + w(t)

y(t) = x(t) + v(t)

设计控制策略使得输出 y(t) 尽量接近设定值 yd。

[解] 考虑理想平衡状态

0 = −x̄+ ax̄3 + ū, ȳ = x̄ = yd,

可导出

ū = yd + ayd
3, x̄ = yd
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以此为参考点，对原系统进行线性化，即

A =
∂f

∂x

∣∣∣∣
x̄,ū

= −1 + 3ax̄2 = −1 + 3ay2d B =
∂f

∂u

∣∣∣∣
x̄,ū

= 1

于是可得如下摄动系统：

δẋ(t) = (−1 + 3ay2d)δx(t) + δu(t) + w(t)

δy(t) = δx(t) + v(t)

对于上述摄动系统，我们可以应用 LGQ 理论获得最优控制 δu∗(t)。最

后施加到原系统的近似最优控制策略为 u(t) = ū+ δu∗(t)。 □
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6.2 强迫分离法

除了上面讨论的摄动法，对于非线性随机控制系统，还可以直接应用

LGQ 理论中的分离原理。当然，对于一般的非线性随机系统，无法证明分

离原理的正确性，因此最优性完全没有保证。但采用强迫分离的思想，可

以快速建立非线性随机系统的可行控制策略。

强迫分离法的思想非常简单，主要步骤如下：

（1）忽略不确定性，设计确定性最优控制策略 û(t) = û[x(t)]；

（2）设计非线性滤波器（EKF、UKF、CKF 等），获得系统状态估计 x̂(t)；

（3）实际施加控制策略：û(t) = û[x̂(t)]。

这里的 u(t),x(t) 分别表示的系统的控制与状态量。
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7. 本章小结

最优控制理论在工程实践中具有广泛的应用价值，构成了现代控制理

论的重要组成部分。本章针对连续时间系统和离散时间系统两种情况，在

介绍确定性最优控制理论的基础上，较全面地讨论了随机系统的动态规划

技术。在确定性最优控制理论部分，为了理论方法的完整性，对最优性原

理、变分法和极大（小）值原理都进行了简单介绍，但动态规划理论中的

最优性原理本章的重点。基于动态规划理论，重点介绍了线性二次型高斯

问题，这是随机最优控制最成熟的部分，在理论研究和工程应用中都受到
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了广泛关注。其中非常重要的一个内容是关于 LGQ 问题的分离原理，即确

定等价原理。

我们遴选了多个飞行器制导与控制相关的例子，有助于大家把握最优

控制理论的重要应用领域及相关概念。作为最优控制密切相关的微分对策

理论，我们没有专门讨论，但通过一个空间飞行器制导问题讲解了微分对

策的主要思想。

关于最优控制的数值计算，在过去几十年中得到了高速发展。本章没

有讨论具体的数值算法，仅说明了一些基本概念。有需要的读者，建议通

过实践来学习和把握相关的方法和算法。经验表明，实际的编程实践是学

习最优控制数值计算最有效的途径。

Prof. Yuan-Li Cai 170/172 Xi’an Jiaotong University

mailto:xjtu001@qq.com


7 本章小结 随机最优控制理论

对于非线性系统，不管是确定性非线性系统，还是随机非线性系统，对

应的最优控制问题都比较困难，一直是有意义的研究主题。本章简要介绍

了两种近似处理方法，可以帮忙我们快速获得非线性系统的近似最优解。

近年来，随着人工智能、机器学习理论的高速发展，已经有若干基于智能

理论的新尝试，获得了一些有价值的成果，参见我们及相关团队近年的学

术论文。

最优控制理论，特别是随机系统的最优控制，理论成果和工程应用非

常丰富，限于篇幅，这里仅介绍了若干基本概念和方法，许多主题不可能

逐一论及，有兴趣的同学可以参阅相关参考文献。
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