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1 概率空间与贝叶斯定理 概率论与随机过程

1. 概率空间与贝叶斯定理

Definition 1.1 (σ-代数) 设 F 为样本空间 Ω 的子集构成的集合，满足

(1) Ω ∈ F ;

(2) 若 A ∈ F , 则 Ā ∈ F ;

(3) 若 An ∈ F , n = 1, 2, · · · , 则
∞∪
n=1

An ∈ F。

那么称 F 为 σ-代数, 也称为 σ-域。
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1 概率空间与贝叶斯定理 概率论与随机过程

Definition 1.2 (事件域) 设 Ω 是样本空间, F 是由样本空间 Ω 的一些子

集构成的一个 σ-代数，则称 F 为事件域。F 中的元素称为事件，Ω 称为

必然事件，∅ 称为不可能事件。

Definition 1.3 (概率测度) 设 P (A) 是定义在事件域 F 上的实值集合函

数，如果满足

(1) 非负性：对任一 A ∈ F , P (A) ≥ 0;

(2) 规范性：对必然事件 Ω, P (Ω) = 1;

(3) 可列可加性：设 A1, A2, · · · 是两两互不相容事件序列, 即对于 i ̸=

j, AiAj = ∅(i, j = 1, 2, · · · ), 则有 P

(
∞∪
k=1

Ak

)
=

∞∑
k=1

P (Ak)。

那么称 P (A) 为事件域 F 上事件 A 的概率测度，简称概率。
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1 概率空间与贝叶斯定理 概率论与随机过程

一般称三元组 (Ω,F , P ) 为概率空间, 其中 Ω 是样本空间，F 是事件
域，P 是概率。可以容易验证概率的如下性质：

(1) P (∅) = 0, P (Ω) = 1。

(2) 对 n个两两互不相容事件 A1, A2, · · · , An,有 P

(
n∪

k=1

Ak

)
=

n∑
k=1

P (Ak)。

(3) 对于任一事件 A, 有 P (Ā) = 1− P (A)。

(4) 对于任意两个事件 A 、B , 有 P (A−B) = P (A)−P (AB)。特别地, 当
B ⊂ A 时, 有 P (A− B) = P (A)− P (B), 且 P (A) ≥ P (B)。

(5) 对于任意两个事件 A 、B , 有 P (A ∪ B) = P (A) + P (B)− P (AB)。
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1 概率空间与贝叶斯定理 概率论与随机过程

Definition 1.4 (条件概率) 设 A 、B 是两个事件, 且 P (A) > 0, 称

P (B|A) = P (AB)

P (A)
(1)

为在事件 A 已经发生的条件下事件 B 发生的条件概率。

Theorem 1.1 设 A 、B 是两个事件, 且 P (A) > 0, 有

P (AB) = P (B|A)P (A) (2)

若 P (B) > 0, 则有 P (AB) = P (A|B)P (B)。
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1 概率空间与贝叶斯定理 概率论与随机过程

Theorem 1.2 (全概率公式) 设 A1, A2, · · · , An 是样本空间 Ω 的一个完备

事件组, 且 P (Ai) > 0(i = 1, 2, · · · , n)。对于任意事件 B , 有

P (B) =
n∑

i=1

P (B|Ai)P (Ai) (3)

Theorem 1.3 (贝叶斯公式) 设 A1, A2, · · · , An 是样本空间 Ω 的一个完备

事件组, 且 P (Ai) > 0(i = 1, 2, · · · , n)。对于任意事件 B , P (B) > 0, 则有

P (Ai|B) =
P (B|Ai)P (Ai)
n∑

i=1

P (B|Ai)P (Ai)
(4)
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1 概率空间与贝叶斯定理 概率论与随机过程

贝叶斯公式也称为贝叶斯定理，是概率论中最重要的定理之一。其简
化版为:

P (A|B) =
P (B|A)P (A)

P (B)
(5)
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2 随机向量及其分布 概率论与随机过程

2. 随机向量及其分布

Definition 2.1 (随机向量) 设 X1(ω), X2(ω), · · · , Xn(ω) 是定义在概率空间

(Ω,F , P ) 上的 n 个随机变量，称

X(ω) = [X1(ω), X2(ω), · · · , Xn(ω)]
T (6)

为 n 维随机向量。

n维随机向量取值于 n维欧几里得空间 Rn。对 n个实数 x1, x2, · · · , xn，

{X1 ≤ x1, X2 ≤ x2, · · · , Xn ≤ xn} =
n∩

i=1

{Xi ≤ xi} 有定义，并属于 F。
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2 随机向量及其分布 概率论与随机过程

Definition 2.2 (随机向量分布函数) 如下 n 元函数：

F (x1, x2, · · · , xn) = P (X1 ⩽ x1, X2 ⩽ x2, · · · , Xn ⩽ xn) (7)

称为 n 维随机变量 X(ω) = [X1(ω), X2(ω), · · · , Xn(ω)]
T 的 (联合) 分布函

数。
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2 随机向量及其分布 概率论与随机过程

Definition 2.3 (随机向量概率密度) 若对任意的 n 个实数 x1, x2, · · · , xn,
存在非负实函数 f(x1, x2, · · · , xn), 使随机向量 X 的分布函数

F (x) =F (x1, x2, · · · , xn)

=

∫ x1

−∞

∫ x2

−∞
· · ·

∫ xn

−∞
f(u1, u2, · · · , un)du1du2 · · · dun

=

∫ x

−∞
f(u)du

(8)

则称函数 f(x) = f(x1, x2, · · · , xn) 为随机向量 X 的概率分布密度或概率

密度函数。

注意，这里我们用 dx 表示 dx1dx2 · · · dxn。

蔡远利 教授 11/57 Xi’an Jiaotong University

mailto:xjtu001@qq.com


2 随机向量及其分布 概率论与随机过程

Property 2.1 随机向量概率密度 f(x) 具有如下性质：

(1) 对 ∀x ∈ Rn, f(x) ≥ 0;

(2)
∫ +∞
−∞ f(x)dx =

∫
···

∫ +∞
−∞ f(x1, x2, · · · , xn)dx1dx2 · · · dxn = 1;

(3) 若 F (x) 在 x 处连续，则有

∂nF (x)

∂x1 · · · ∂xn

= f(x1, · · · , xn) = f(x) (9)

(4) 设 V 是 Rn 中任一区域，随机点 x 落入区域 V 内的概率为

P (x ∈ V ) =

∫
V

f(x)dx (10)
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2 随机向量及其分布 概率论与随机过程

Definition 2.4 (边缘分布) 设 n 维随机向量 X 和 m 维随机向量 Y 的联

合分布函数为 FXY (x,y), 其中 x ∈ Rn, y ∈ Rm, 那么称

FX(x) = FXY (x,+∞) = P (X ≤ x,Y ⩽ +∞)

= P (X1 ≤ x1, · · · , Xn ≤ xn;Y1 ⩽ +∞, · · · , Ym ⩽ +∞)
(11)

为随机向量 X 的边缘分布函数。称

FY (y) = FXY (+∞,y) = P (X ⩽ +∞,Y ≤ y)

= P (X1 ⩽ +∞, · · · , Xn ⩽ +∞;Y1 ≤ y1, · · · , Ym ≤ ym)
(12)

为随机向量 Y 的边缘分布函数。
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2 随机向量及其分布 概率论与随机过程

Definition 2.5 (边缘分布密度函数) 设随机向量 X 和随机向量 Y 的联合

分布函数为 FXY (x,y), 对应的联合概率密度函数为 fXY (x,y), 即

FXY (x,y) =

∫ x

−∞

∫ y

−∞
fXY (u,v)dudv (13)

称

fX(x) =

∫ +∞

−∞
fXY (x,y)dy (14)

为随机向量 X 的边缘分布密度函数。称

fY (y) =

∫ +∞

−∞
fXY (x,y)dx (15)

为随机向量 Y 的边缘分布密度函数。
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2 随机向量及其分布 概率论与随机过程

Theorem 2.1 设随机变量 X,Y 的联合概率密度为 fXY (x, y)，(x, y) ∈ D。

令 U = g1(X,Y ), V = g2(X,Y )。假设 x = h1(u, v), y = h2(u, v) 对 u, v 有

连续的偏导数，并且雅可比矩阵 (Jacobian matrix)

J(u, v) ≜ ∂(h1, h2)

∂(u, v)
=

[
∂h1

∂u
∂h1

∂v
∂h2

∂u
∂h2

∂v

]
非奇异。记

G = {(u, v)|u = g1(x, y), v = g2(x, y), (x, y) ∈ D}

那么

fUV (u, v) =

{
fXY (h1(u, v), h2(u, v))|J(u, v)|, (u, v) ∈ G;

0, 其他.

其中 |J(u, v)| 是雅可比矩阵的行列式。
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3 随机向量的数字特征 概率论与随机过程

3. 随机向量的数字特征

Definition 3.1 (数学期望) 设随机向量 X 的概率密度函数为 f(x)，如果

E(X) =

∫ +∞

−∞
xf(x)dx (16)

存在，则称 E(X) 为随机向量 X 的数学期望，有时又称为均值。

上述定义表明，数学期望 E(X) 是与随机向量 X 同维的常向量。经常
也记为 EX,X̄, µ(X) 等。数学期望表示随机量的平均值，我们称扣除均
值后的随机变量为中心随机变量，例如 X̊ = X − E(X)。
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3 随机向量的数字特征 概率论与随机过程

Definition 3.2 (协方差矩阵) 设 X 是随机向量，若

E(X̊X̊T) =

∫ +∞

−∞
X̊X̊Tf(x)dx (17)

存在，则称其为随机向量 X 的协方差矩阵，记为 cov(X,X) 或 D(X)。

对于随机变量，即一维随机向量，上述协方差的概念退化为方差。随机
变量 X 的方差记为 D(X) 或 σ2(X)。显然随机变量的方差是非负的，其平
方根称为均方差、标准差，记为 σ(X)。即 σ(X) =

√
D(X) =

√
σ2(X)。

Theorem 3.1 随机向量的协方差矩阵是对称的非负定方阵。
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3 随机向量的数字特征 概率论与随机过程

Definition 3.3 (互协方差矩阵) 设 X,Y 是两个随机向量，若

E(X̊Y̊ T) =

∫ +∞

−∞
X̊Y̊ Tf(x,y)dxdy (18)

存在，则称其为随机向量 X 与 Y 的互协方差矩阵，记为 cov(X,Y )。

两个随机变量的互协方差是一个标量，简称为协方差，反映了两者之
间的统计关联程度。
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3 随机向量的数字特征 概率论与随机过程

Definition 3.4 (独立性) 设 X,Y 是两个随机向量，如果

FXY (x,y) = FX(x)FY (y) (19)

等价地 (假设相应概率密度函数存在)

fXY (x,y) = fX(x)fY (y) (20)

那么称 X 与 Y 相互独立。

Definition 3.5 (相关性) 设 X,Y 是两个随机向量，如果

E(X̊Y̊ T) = 0 (21)

即 EXY T = E(X)E(Y T), 那么称 X 与 Y 不相关。
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3 随机向量的数字特征 概率论与随机过程

Theorem 3.2 (贝叶斯法则) 设 fY (y) > 0，有

fX|Y (x|y) =
fY |X(y|x)fX(x)

fY (y)
(22)

这是我们后面要经常用到的一个结论，以后会称 fX|Y (x|y) 为后验概
率密度，称 fX(x) 为先验概率密度。
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4 两个常用的随机分布 概率论与随机过程

4. 两个常用的随机分布

Definition 4.1 (均匀分布) 设随机变量 X 具有概率密度

fX(x) =

{
1

b−a
, a < x < b

0, 其他
(23)

则称 X 在区间 (a, b) 上服从均匀分布, 记为 X ∼ U(a, b)。

Theorem 4.1 设 X ∼ U(a, b)，那么

E(X) =
1

2
(a+ b) (24)

σ2(X) =
1

12
(b− a)2 (25)
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4 两个常用的随机分布 概率论与随机过程

(a) 概率密度函数 (b) 概率分布函数

Figure 1: 均匀分布随机变量
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4 两个常用的随机分布 概率论与随机过程

Definition 4.2 (正态分布) 设随机变量 X 具有概率密度

f(x) =
1√
2πσ

e−
(x−µ)2

2σ2 ,−∞ < x < +∞ (26)

其中 µ, σ(σ > 0) 为常数，则称 X 服从参数为 µ, σ 的正态分布 (normal
distribution) 或高斯 (Gaussian distribution) 分布, 记为 X ∼ N (µ, σ2)。

Property 4.1 设 X ∼ N (µ, σ2)，那么 E(X) = µ,D(X) = σ2。

当 µ = 0, σ = 1 时，称 X 服从标准正态分布。任何一个一般的正态分
布都可以通过线性变换转化为标准正态分布。

Property 4.2 设 X ∼ N (µ, σ2), 则 Y = X−µ
σ

∼ N (0, 1)。
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4 两个常用的随机分布 概率论与随机过程

(a) 概率密度函数 (b) 概率分布函数

Figure 2: 正态分布随机变量
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4 两个常用的随机分布 概率论与随机过程

Figure 3: 正态分布均值和方差参数的物理意义
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4 两个常用的随机分布 概率论与随机过程

Figure 4: 正态分布方差参数与概率的关系
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4 两个常用的随机分布 概率论与随机过程

Definition 4.3 (高维正态分布) 设随机向量 X 的均值向量为 µ, 记

x =


x1

x2

...
xn

 , µ =


µ1

µ2

...
µn

 .

如果 X 的概率密度为

f(x) =
1√

(2π)n|P |
exp

{
−1

2
(x− µ)TP−1(x− µ)

}
(27)

则 X 服从正态分布，记为 X ∼ N (µ, P )。其中 P = cov(X,X), 而且 P

对称正定。
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4 两个常用的随机分布 概率论与随机过程

Theorem 4.2 设 X 和 Y 分别服从正态分布，两者相互独立的充要条件是

两者不相关，即

fXY (x,y) = fX(x)fY (y) ⇐⇒ cov(X,Y ) = 0.

对一维正态分布随机变量来说，上述定理表明 fXY (x, y) = fX(x)fY (y) 与
E(XY ) = E(X)E(Y ) 相互等价。
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4 两个常用的随机分布 概率论与随机过程

Theorem 4.3 (中心极限定理) 设 X i(i = 1, 2, · · · , r) 是一组相互独立、同
分布的 n 维随机向量, 具有有限均值 E(X i) 和协方差矩阵 P i，令

Y r =
r∑

i=1

X i, Zr = (P r)−
1
2 (Y r − Ȳ r).

其中，Ȳ r =
∑r

i=1 X
r, P r =

∑r
i=1 P

i。那么

lim
r→+∞

f(zr) =
1√
(2π)n

exp{−zTz

2
} (28)

上述定理说明，当 r → +∞ 时，Zr 趋于标准正态分布的随机向量。因
此，大量的微观上独立随机因素之和在宏观上可以用正态分布来描述。
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4 两个常用的随机分布 概率论与随机过程

Remark 4.1 1 到目前为止，我们分别用 X,X 表示随机变量和随机向量。

在不会产生歧义情况下，后面我们将分别用 x,x 表示随机变量和随机向

量。例如，x ∼ N (µ, σ2) 表示服从均值为 µ、方差为 σ2 的正态分布随机变

量 x, x ∼ N (x̄, Px) 表示服从均值为 x̄、协方差矩阵为 Px 的正态分布随机

向量 x。

Remark 4.2 2如果一个随机向量 x的均值和协方差矩阵分布为 x̄, PX，我

们经常简记为 x ∼ (x̄, PX)。当然，随机变量也类似地简记为 x ∼ (x̄, σ2
X),

注意未必是正态分布。
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5. 向量随机过程的含义

Definition 5.1 (随机过程) 给定概率空间 (Ω,F , P ) 和参数集 T , 若对于每
个 ω ∈ Ω 和 t ∈ T 都有一个定义在概率空间上的随机向量 x(Ω, t) 与它对

应, 则称依赖于参数 t 的随机变向量 {x(Ω, t), t ∈ T} 为 (向量) 随机过程。
简单记为 {x(t), t ∈ T} 或 x(t)。
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6 随机过程的数字特征 概率论与随机过程

6. 随机过程的数字特征

Definition 6.1 (随机过程的数学期望) 设 {x(t), t ∈ T} 是一个随机过程，
如果对每一个 t ∈ T，随机向量 x(t) 的均值都存在，则称

E[x(t)] = x̄(t) =

∫ +∞

−∞
xf(x, t)dx (29)

为随机过程 {x(t), t ∈ T} 的数学期望或均值。也记为 Ex(t) 或 mX(t)。
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6 随机过程的数字特征 概率论与随机过程

Definition 6.2 (随机过程的协方差) 设 {x(t), t ∈ T} 是一个随机过程，如
果对每一个 t ∈ T，随机向量 x(t) 的协方程矩阵存在，则称

PX(t) = E[x(t)− x̄(t)][x(t)− x̄(t)]T (30)

为随机过程 {x(t), t ∈ T} 的协方差矩阵。有时也记为 CX(t)。

对于一维随机过程 {x(t), t ∈ T}，上述协方差称为随机过程 {x(t), t ∈ T}
的方差函数，经常记为 σ2

X(t) 或 DX(t)。而 σX(t) =
√

DX(t) 称为随机过
程 {x(t), t ∈ T} 的均方差函数。
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6 随机过程的数字特征 概率论与随机过程

Definition 6.3 (随机过程之间的相关性) 对任意的 t, τ ∈ T , 若

E[x(t)yT(τ)] = Ex(t)EyT(τ) (31)

或等价地 CXY (t, τ ) = 0，则称随机过程 {x(t), t ∈ T}和 {y(t), t ∈ T}不相
关。若 RXY (t, τ ) = 0，则称 {x(t), t ∈ T} 与 {y(t), t ∈ T} 正交。

Definition 6.4 (随机过程之间的独立性) 对任意的 t, τ ∈ T , 若

FXY [x(t),y(τ)] = FX [x(t)]FY [y(τ)] (32)

或者 fXY [x(t),y(τ)] = fX [x(t)]fY [y(τ)], 则称随机过程 {x(t), t ∈ T} 与
{y(t), t ∈ T} 相互独立。其中 FXY (·, ·) 和 fXY (·, ·) 分别为联合分布函数及
联合概率密度函数，FX(·), FY (·) 和 fX(·), fY (·) 分别为对应的边缘分布函
数及边缘概率密度。
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7. 随机过程的平稳性

Definition 7.1 (严平稳随机过程) 设 {x(t), t ∈ T} 是一个随机过程, 若对
任意正整数 m，任意 t1, t2, · · · , tm ∈ T 及使 t1+ τ, t2+ τ, · · · , tm+ τ ∈ T 的

τ , 随机向量族 x(t1),x(t2), · · · ,x(tm) 的联合分布函数与 x(t1 + τ),x(t2 +

τ), · · · ,x(tm + τ) 的联合分布函数满足

F (x1,x2, · · · ,xm; t1, t2, · · · , tm)
= F (x1,x2, · · · ,xm; t1 + τ, t2 + τ, · · · , tm + τ) (33)

则称 {x(t), t ∈ T} 是严格平稳随机过程，简称严平稳随机过程。
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7 随机过程的平稳性 概率论与随机过程

Definition 7.2 (宽平稳随机过程) 设 {x(t), t ∈ T}是一个二阶矩随机过程，
若

(1) Ex(t) = x̄(t) = mX(不随时间变化);

(2) Ex(t)xT(t+ τ) = RX(τ), ∀t ∈ T, τ ≥ 0。

则称 {x(t), t ∈ T} 是宽平稳随机过程，简称平稳随机过程。

对宽平稳随机过程，显然有 RX(0) = Ex(t)xT(t)，RX(−τ) = RX(τ)。
对应标量随机过程 {x(t), t ∈ T}, 则有 |RX(τ)| ≤ RX(0)。
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7 随机过程的平稳性 概率论与随机过程

Definition 7.3 (谱密度) 设 RX(τ)是平稳随机过程 x(t)的相关函数，那么

ϕX(ω) =

∫ +∞

−∞
RX(τ)e

−jωτdτ (34)

称为随机过程 x(t) 的谱密度。

上述谱密度在文献中也称为功率谱、功率密度谱、功率谱密度或功率密度。
由傅里叶反变换公式，可知

RX(τ) =
1

2π

∫ +∞

−∞
ϕX(ω)e

jωτdω (35)

式 (34) 与式 (35) 合称为维纳-辛钦 (Wiener - Khintchine) 公式。
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7 随机过程的平稳性 概率论与随机过程

Definition 7.4 (互谱密度) 设平稳随机过程 x(t) 与 y(t) 的互相关函数为

RXY (τ), 称

ϕXY (ω) =

∫ +∞

−∞
RXY (τ)e

−jωτdτ (36)

为 x(t) 与 y(t) 的互谱密度。
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8. 高斯-马尔可夫过程

Definition 8.1 (高斯过程) 设 {x(t), t ∈ T} 是定义在概率空间 (Ω,F , P )

上的 n 维向量随机过程，对任意的 t1, t2, · · · , tm ∈ T，如果随机向量组

{x(t1),x(t2), · · · ,x(tm)} 服从 n ×m 维的正态分布, 则称 {x(t), t ∈ T} 是
高斯过程。
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8 高斯-马尔可夫过程 概率论与随机过程

Definition 8.2 (马尔可夫过程) 设 {x(t), t ∈ T} 是概率空间 (Ω,F , P ) 上

定义的向量随机过程，对任意整数 n 及任意的 t1 < t2 < · · · < tn，∀ti ∈ T ,
如果随机向量 x(tn) 的条件概率密度

f [x(tn)|x(tn−1),x(tn−2), · · · ,x(t1)] = f [x(tn)|x(tn−1)] (37)

则称随机过程 x(t) 是马尔可夫过程。如果参数集 T 是离散时间集，此时

也称 x(t) 为马尔可夫链。
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8 高斯-马尔可夫过程 概率论与随机过程

不难验证，马尔可夫过程有如下重要的性质：

f [x(tn),x(tn−1),x(tn−2), · · · ,x(t1)]
= f [x(tn)|x(tn−1)]f [x(tn−1)|x(tn−2)] · · · f [x(t2)|x(t1)]f [x(t1)] (38)

其中的条件概率密度 f [x(tk+1)|x(tk)] 称为马尔可夫过程 {x(t), t ∈ T} 的
转移概率密度。
关于转移概率，由贝叶斯公式可知

f [x(tk+1)|x(tk)] =
f [x(tk+1),x(tk)]

f [x(tk)]
=

f [x(tk+1),x(tk)]∫ +∞
−∞ f [x(tk+1),x(tk)]dx(tk+1)

说明马尔可夫过程的任意有限维分布密度函数可以由二维的分布密度函数
确定。
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8 高斯-马尔可夫过程 概率论与随机过程

Definition 8.3 (独立随机过程) 设 {x(t), t ∈ T} 是概率空间 (Ω,F , P ) 上

定义的向量随机过程，对任意整数 n 及任意的 t1 < t2 < · · · < tn，∀ti ∈ T ,
如果随机向量 x(t1),x(t2), · · · ,x(tn) 是相互独立的，那么称随机过程 x(t)

是独立随机过程，也称为纯随机过程。

显然独立随机过程是马尔可夫过程。

Definition 8.4 (高斯-马尔可夫过程) 如果随机过程 {x(t), t ∈ T} 既是高
斯过程，又是马尔可夫过程，则称 {x(t), t ∈ T} 为高斯-马尔可夫过程。
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8 高斯-马尔可夫过程 概率论与随机过程

Example 8.1 考虑离散时间随机系统

xk+1 = Fkxk +wk

其中 {wk, k ∈ (0, 1, 2, · · · )} 是零均值的高斯独立随机过程，且与高斯随机
向量 x0 独立。判断 {xk, k ∈ (0, 1, 2, · · · )} 是什么属性的随机过程。
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8 高斯-马尔可夫过程 概率论与随机过程

Solution 8.1 因为

x1 = F0x0 +w0

x2 = F1x1 +w1 = F1F0x0 + F1w0 +w1

x3 = F2x2 +w2 = F2F1F0x0 + F2F1w0 + F2w1 +w2

...

xk+1 = Fkxk +wk =
k∏

i=0

Fix0 +wk +
k−1∑
i=0

Bi,k−1wi

其中，Bi,k =
∏k

j=i Fj。可见，在时刻 k, xk 由高斯分布的 x0,wk−1, · · · ,w0

的线性组合构成，因此随机过程 {x(k), k = 0, 1, · · · } 是高斯过程。另外，
给定 xk 下，xk+1 仅依赖于 wk, 而 wk 与 x0,wk−1 · · ·w0 独立，即 wk 与

xk−1, · · · ,x0 独立。因此，随机过程 {x(k), k = 0, 1, · · · } 是高斯-马尔可夫
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8 高斯-马尔可夫过程 概率论与随机过程

过程。

Example 8.2 考虑连续时间随机系统

ẋ(t) = A(t)x(t) +w(t)

其中，{w(t), t ≥ t0} 是均值为 0 的高斯独立随机过程，且与高斯随机向量

x(t0) 独立。判断 {x(t), t > t0} 是什么属性的随机过程。
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8 高斯-马尔可夫过程 概率论与随机过程

Solution 8.2 对应任意时刻 t > t0, 有

x(t) = Φ(t, t0)x(t0) +

∫ t

t0

Φ(t, τ )w(τ)dτ

可见，{x(t), t > t0} 是高斯分布的。同时，对于 t > t1 ≥ t0 有

x(t) = Φ(t, t1)x(t1) +

∫ t

t1

Φ(t, τ )w(τ)dτ

可见给定 x(t1) 条件下，{x(t), t > t1} 只依赖于 w(τ)(t1 ≤ τ ≤ t), 而
w(τ)(t1 ≤ τ ≤ t) 与 x(t)(t < t1) 独立，也就是说 {x(t), t > t1} 与 x(t)(t <

t1) 独立，所以 {x(t), t > t0} 也是一个马尔可夫过程。因此，{x(t), t > t0}
是高斯-马尔可夫过程。
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9. 白噪声与维纳过程

连续时间白噪声

对于连续时间随机过程 w(t), 如果其谱密度 (矩阵) 为

Φ(ω) = Q (39)

其中 Q 是非负定常值矩阵，则称 w(t) 为白噪声过程。
根据维纳-辛钦公式, 可知

Ew(t)wT(t+ τ) = RW (τ) =
1

2π

∫ +∞

−∞
Qejωτdω = Qδ(τ) (40)

即 Ew(t)wT(t+ τ) = Qδ(τ)。
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9 白噪声与维纳过程 概率论与随机过程

狄拉克 δ 函数

δ(·) 为连续时间单位脉冲函数，又称为狄拉克 (Dirac)δ 函数, 可以认为
是单位阶跃信号的 (广义) 导数。

对于任意函数 f(x), 如果 x0 是其连续点，那么∫ +∞

−∞
f(x)δ(x− x0)dx = f(x0) (41)

这是狄拉克 δ 函数的一个重要性质。
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9 白噪声与维纳过程 概率论与随机过程

离散时间白噪声

对于离散时间随机过程 {w(k), k = 0, 1, 2, · · · }, 若

Ew(i)wT(j) = Qδij, ∀i, j ≥ 0 (42)

则称 {w(k), k = 0, 1, 2, · · · } 为白噪声序列。

其中，δij 是离散时间单位脉冲函数，即克罗内克 (Kronecker)δ 函数, 定
义为

δij =

1, i = j;

0, i ̸= j.
(43)
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9 白噪声与维纳过程 概率论与随机过程

Definition 9.1 (白噪声) 如果随机过程 {w(t), t ∈ T} 时间集上任意的两
个时间点 t1 ̸= t2, 对应的随机向量 w(t1) 与 w(t2) 相互独立，那么称

{w(t), t ∈ T} 为白噪声; 否则称为有色噪声。

对于连续时间白噪声

Ew(t)wT(t+ τ) = Q(t)δ(τ) (44)

其中，Q(t)是随时间变化的非负定矩阵，称为均值为零白噪声 {w(t), t ∈ T}
的功率谱密度矩阵。
对于离散时间白噪声

Ew(i)wT(j) = Q(i)δij (45)

其中，Q(i) 是随时间变化的非负定矩阵，称为均值为零白噪声序列
{w(k), t = 0, 1, 2, · · · } 的协方差矩阵。
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9 白噪声与维纳过程 概率论与随机过程

Definition 9.2 (维纳过程) 设 w(t) 是连续时间平稳的高斯白噪声，称

N(t) =

∫ t

0

w(τ)dτ (46)

为维纳过程。

维纳过程 N(t) 的基本性质：

(1) 初值为 0，即 N(0) = 0;

(2) N(t) 是高斯过程；

(3) N(t) 的均值为零，即 EN(t) = 0;

(4) N(t) 具有平稳独立增量。

蔡远利 教授 51/57 Xi’an Jiaotong University

mailto:xjtu001@qq.com


9 白噪声与维纳过程 概率论与随机过程

可以验证

RN(t, s) = EN(t)N(s) = σ2 min{t, s} (47)
PN(t) = σ2

N(t) = σ2t (48)

其中 σ2 是维纳过程 N(t) 的方差参数 (常数)。

维纳过程 N(t) 任意时刻的概率密度函数为

f(x, t) =
1√

2πσ2t
e−

1
2

x2

σ2t (49)

由于维纳过程的方差随时间增加，不是常数，所以维纳过程是非平稳随机
过程。
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10. 有色噪声仿真方法

设 xi ∼ U(0, 1)，根据中心极限定理，当 N 充分大时，近似地有

y =
N∑
i=1

xi − 0.5√
N/12

∼ N (0, 1) (50)

如果取 N = 12，则

y =
12∑
i=1

xi − 6 or y =
6∑

i=1

(xi − xi+5) (51)
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假设 ri ∼ N (0, 1), i = 1, 2, · · ·。那么

w =


r1
r2
...
rn

 ∼ N (0, In) (52)

其中，In 表示 n× n 维单位矩阵。
一般地，如果 w ∼ N (0, Q), 其中

Q =

 σ2
1 · · · σ1n

... . . . ...
σn1 · · · σ2

n

 (53)

要产生此时的随机向量 w ∼ N (0, Q)，需要进行一些分析和处理。
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基本思路

(1) 设协方差矩阵 Q 的特征值为 λi(Q) = µ2
i , i = 1, 2, · · · , n，对应的特

征向量为 ti(Q)；

(2) 用特征向量 ti(Q) 构造正交变换矩阵 T，TT = T−1；

(3) 正交变换后，Q̄ = TTQT = diag{µ2
1, µ

2
2, · · · , µ2

n}；

(4) 定义新的随机向量 v = T Tw，那么 v 的协方差矩阵为 Q̄ = TTQT。

由于我们已经有生成协方差矩阵是对角线矩阵随机向量的方法，因此
可以生成足够多的 v 样本，从而得到足够多的随机向量 w。
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一般随机向量的生成方法

(1) 生成独立同分布的随机数 ri ∼ N (0, 1), i = 1, 2, · · · ;

(2) 令 vi = µiri, 这是 v ∼ N (0, Q̄) 的一个实现；

(3) 利用反变化 w = Tv，得到随机向量 w ∼ N (0, Q) 的一个实现；

(4) 根据需要生成需要数量的 w 样本。
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