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OUTLINE 最小方差控制原理

♠ 最小方差控制是随机系统一种经典优化控制方法，它的主要目标是找
到控制策略使得系统输出的方差最小。

♠ 最小方差控制广泛用于数学模型不完全准确或存在噪声扰动的系统
中，在工业过程控制、电力系统、通信系统、机器人、金融经济、汽
车工业及航空航天等领域有广泛的应用。
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1 线性时不变随机控制系统分析 最小方差控制原理

1. 线性时不变随机控制系统分析

1.1 平稳随机信号功率谱密度

1.1.1 连续时间信号

从数学上看，谱密度是相关函数的傅里叶变换（简称傅式变换），它的
物理意义是功率谱密度。

设 y(t) 是一平稳随机过程，其自相关函数为 Ry(t− s) = Ry(τ)，即

Ry(t, s) = Ey(t)y(s) = Ey(t)y(t+ τ) = Ry(τ) (1)
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平稳随机过程 y(t) 功率谱密度定义为

Sy(ω) =

∫ +∞

−∞
e−jτωRy(τ)dτ, −∞ < ω <∞ (2)

显然

Ry(τ) =
1

2π

∫ +∞

−∞
ejτωSy(ω)dτ, −∞ < τ <∞ (3)

可见，Sy(ω) 是 Ry(τ) 的傅里叶变换，而 Ry(τ) 是 Sy(ω) 的傅里叶逆变
换。功率谱密度也简称为谱密度。
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功率谱密度具有下列重要性质：

(1) 功率谱密度非负, 即 Sy(ω) ≥ 0；

(2) 功率谱密度是 ω 的实函数；

(3) 对于实随机过程来说，功率谱密度是 ω 的偶函数, 即 Sy(ω) = Sy(−ω)；

(4) 功率谱密度可积, 即
∫∞
−∞ Sy(ω)dω < +∞。
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Example 1.1 设平稳随机信号 y(t) 的自相关函数为

ry(τ) = β2e−α|τ |, α > 0

试求信号 y(t) 的功率谱密度 Sy(ω)。

Solution 1.1 根据定义，有

Sy(ω) =

∫ +∞

−∞
ry(τ)e

−jτωRy(τ)dτ =

∫ +∞

−∞
β2e−α|τ |−jωτdτ

=

∫ 0

−∞
β2eατ−jωτdτ +

∫ +∞

0

β2e−ατ−jωτdτ =
2αβ2

ω2 + α2
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对于实值平稳过程 y(t)，若它的均值为零，且谱密度在所有的频率范围
内为非零的常数，即 Sy(ω) = N0(−∞ < ω <∞)，则称 y(t) 为白噪声过程。

Definition 1.1 (白噪声过程) 如果平稳随机过程 w(t) 均值为零，相关函数

为 Rw(τ) = Rδ(τ) （R 是一非负的常数），那么 Sw(ω) = R，则称随机过

程 w(t) 为白噪声过程。

上述白噪声 w(t) 的定义表明，在任何两个不同时刻 t1 和 t2，w(t1) 和
w(t2) 不相关，即白噪声随时间变化的起伏极快，而过程的功率谱极宽，对
不同输入频率的信号都能产生干扰。如果 R = 1，则称 w(t) 为单位白噪声

（过程）。
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1.1.2 离散时间信号

设 {yk} 为均值为零平稳随机序列，若 n 只取离散值，其相关函数为
Ry(k − i) = Ry(n)，即

Ry(k, i) = Eykyi = Ry(k − i) = Ry(n) (4)

平稳随机序列的功率谱密度定义为

Sy(ω) =
+∞∑

n=−∞

e−jnωRy(n) (5)

显然

Ry(n) =
1

2π

∫ π

−π

ejnωSy(ω)dω, n = 0,±1,±2, · · · (6)
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Example 1.2 设平稳随机序列 {yk, k ∈ N} 的自相关函数为

ry(n) = β2e−α|n|, α > 0

试求功率谱密度 Sy(ω)。

Solution 1.2 根据定义，可知

Sy(ω) =
+∞∑

n=−∞

ry(n)e
−jnω =

+∞∑
n=−∞

β2e−α|n|−jnω =
+∞∑

n=−∞

e−jnω · β2e−α|n|

= β2[
−1∑

n=−∞

e(α−jω)n + 1 +
+∞∑
n=1

e(−α−jω)n]

= β2[1 +
e−(α−jω)n

1− e−(α−jω)n
+

e(−α−jω)

1− e(−α−jω)
] =

(1− e−2α)β2

1− 2e−α cosω + e−2α
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类似于连续时间白噪声，我们可以定义离散时间白噪声。

Definition 1.2 (白噪声序列) 设 {wk} 为均值为零的实值平稳序列，如果
其谱密度在 ω ∈ (−π, π) 内为非零的常数 R，即 Sw(ω) = R(−π < ω < π)，

则称 {wk} 为白噪声序列。

利用 Kronecker δ 函数可以得到的白噪声序列另外一种形式的定义：
设 {wk} 为均值为零的实值平稳随机序列，若 Rw(k − i) = Rδki，那么
Sw(ω) = R，则称平稳不相关随机序列 {wk} 为白噪声序列。如果 R = 1，
则称 {wk} 为单位白噪声序列。
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1.2 连续时间 LTI 系统

Definition 1.3 (线性算子) 设 L是一个算子，如果 y1(t) = L[x1(t)]，y2(t) =

L[x2(t)]，对任意常数 α, β ∈ R，有

L[αx1(t) + βx2(t)] = αL[x1(t)] + βL[x2(t)] = αy1(t) + βy2(t)

则称 L 为线性算子。

对于一个系统，若其对应的算子 L 是线性的，则称该系统为线性系统。
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Definition 1.4 (时不变系统) 对于系统 y(t) = L[x(t)]，如果对任一时间平

移 τ ∈ R+，都有

y(t+ τ) = L[x(t+ τ)]

则称该系统为时不变系统。

一个线性系统，如果还是一个时不变系统，则称为线性时不变（LTI）
系统。线性性质表现为该系统满足叠加原理，而时不变性质表现为输出对
输入的关系不随时间推移而变化。
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在时域中，线性时不变系统的输出 y(t) 等于输入 x(t) 与单位冲击响应
h(t) 的卷积，即

y(t) = h(t) ∗ x(t) =
∫ +∞

−∞
h(t− τ)x(τ)dτ =

∫ t

0

h(t− τ)x(τ)dτ (7)

其中，“∗”表示卷积运算。

Theorem 1.1 设定常线性系统 L 的单位冲击响应函数为 h(t)(t ≥ 0)。若

系统的输入 x(t)(−∞ < t <∞)是一个平稳过程，它的数学期望是mx，而

相关函数 (矩阵) 为 Rx(τ)，则系统的输出 y(t) 是一个平稳过程。
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1.2.1 LTI 系统输入输出频谱之间的关系

由系统单位冲击响应可得连续时间 LTI 系统的传递函数（对于多输
入-多输出系统，相关量为矩阵或向量，用黑体字符表示）

H(s) = L[h(t)] =
∫ +∞

−∞
h(t)e−stdt (8)

其中，L(·) 表示 Laplace 变换。

进一步地，输出的相关函数为

Ry(t) = h(t) ∗Rxy(t) =

∫ +∞

−∞
h(t− τ)Rxy(τ)dτ =

∫ t

0

h(t− τ)Rxy(τ)dτ

(9)
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输入与输出的互相关函数为

Rxy(λ− t) =

∫ t

0

Rx(λ− τ)hT(t− τ)dτ (10)

Rxy(−t) =
∫ t

0

Rx(−τ)hT(t− τ)dτ (11)

因此，可知

Rxy(t) =

∫ −t

0

Rx(−τ)hT(−t− τ)dτ =

∫ −t

0

Rx(τ)h
T(−t− τ)dτ

= Rx(−t)∗hT(−t) = Rx(t)∗hT(−t) (12)

将 (12) 代入 (9) 可得

Ry(t) = h(t) ∗Rx(t)∗hT(−t) (13)
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注意到 (L[h(t)] = H(s))

H(s)|s=jω = H(jω) (14)

另外，输入平稳随机过程的功率谱密度为

Φx(ω) =

∫ +∞

−∞
Rx(t)e

−jωtdt (15)

那么由 (13)，可知输出的功率谱密度就为

Φy(ω) = H(jω)Φx(ω)H
T(−jω) (16)

如果输入为单位白噪声，则有

Φy(ω) = H(jω)HT(−jω) (17)
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1.3 离散时间 LTI 系统

设离散时间 LTI 系统的输入为 xk, 输出为 yk，系统的单位脉冲响应为
h(k)。与连续时间情形类似，离散时间 LTI 系统的传递函数（矩阵）为

H(z) = Z[h(k)] =
+∞∑
k=0

z−kh(k) (18)

其中，Z 表示离散时间域的 z− 变换。

类似连续时间 LTI 系统的推导过程，我们也可以导出平稳随机序列通
过 LTI 系统后输出序列的相关函数表达式

Ry(n) = h(n) ∗Rx(n)∗hT(−n) (19)
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以及输出谱密度和传递函数之间的关系

Φy(ω) = H(ejω)Φx(ω)H
T(e−jω) (20)

如果输入为单位白噪声，那么此时

Φy(ω) = H(ejω)HT(e−jω) (21)

对于 SISO 系统，可表示为

Φy(ω) =
∣∣H(ejω)

∣∣2 (22)
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2. 有理谱分解定理

♢ 若谱密度函数 S(ω) 是有理函数，则称 S(ω) 为有理谱密度。

♢ 有理函数是指可以表示为两个多项式之比的函数，即代数分数。

♢ 具有有理谱密度的随机过程称为有理谱密度随机过程。
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2.1 平稳随机过程

对于稳定的线性时不变系统 H(s)，如果输入为平稳随机过程 w(t)，那
么输出也为平稳随机过程，且谱密度为

Sy(ω) = H(jω)H(−jω)Sw(ω) = |H(jω)|2 Sw(ω) (23)

当 w(t) 是白噪声，且 Sw(ω) = 1 时，有

Sy(ω) = |H(jω)|2 (24)

这里就存在一个相反的问题，如果已知 Sy(ω)，能否把它分解为 (24)
的形式，这就是谱分解问题。
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设平稳随机过程的谱密度为 ω2 的有理分式函数，即

S(ω2) =
g0ω

2m + g1ω
2(m−1) + · · ·+ gm

ω2n + f1ω2(n−1) + · · ·+ fn
≥ 0 (25)

式中，n > m。可以将上式进行因式分解。若用复频率 s 来表示功率谱密
度，那么，对于一个有理函数，总能把它表示成如下形式

S(s) = a2
(s− a1) · · · (s− a2m)

(s− b1) · · · (s− b2n)
, ai ̸= bi (26)

式中，s 为复频率，s = σ + jω；ak, bl(k = 1, 2, · · · , 2m; l = 1, 2, · · · , 2n) 分
别表示 S(s) 的零、极点。此外，一定有

S(ω2) = H(jω)H(−jω) = |H(jω)|2 (27)
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其中

H(jω) = H(s) = a
(s− α1) · · · (s− αm)

(s− β1) · · · (s− βn)
(28)

H(−jω) = a
(s− α∗

1) · · · (s− α∗
m)

(s− β∗
1) · · · (s− β∗

n)
(29)

在以上二式中，αk 与 α∗
k 互为复共轭，k = 1, 2, · · · ,m；βl 与 β∗

l 互为复共
轭，l = 1, 2, · · · , n；H(s) 是一个所有极点都在左半平面、所有零点不在右
半平面、分母阶次高于分子阶次的有理分式。且有

H(jω) = [H(−jω)]∗ (30)

以及

S(ω2) = |H(jω)|2 = |H(−jω)|2 (31)
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Theorem 2.1 (有理谱分解定理) 对于类似 (25) 的有理谱密度，则必存在
一个有理函数 H(s)，其全部极点都在左半平面，全部零点不在右半平面，

并满足

S(ω2) = H(jω)H(−jω) = |H(jω)|2 (32)

Theorem 2.2 (表现定理) 对于满足 (25) 的有理谱密度 S(ω2)，一定存在

一个物理上严格可实现的、渐进稳定的线性时不变系统，它的传递函数

为 H(s)，当输入为连续时间单位白噪声时，其输出稳态信号的谱密度为

S(ω2)。

表现定理说明，将连续时间白噪声施加到一个渐进稳定的系统，通过
改变系统的脉冲传递函数，就能得到希望的有理谱密度过程。
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Example 2.1 考虑如下 ω 的有理函数

Φ(ω) =
ω2 + 4

ω2 + 1
=

(jω + 2)(−jω + 2)

(jω + 1)(−jω + 1)

试建立谱密度为 Φ(ω) 的平稳随机过程的产生方法。

Solution 2.1 Φ(ω) 有 4 种可能的分解，即

H1(jω) =
jω + 2

jω + 1
, H2(jω) =

jω + 2

−jω + 1
,

H3(jω) =
−jω + 2

jω + 1
, H4(jω) =

−jω + 2

−jω + 1
.

其中

H1(jω) = H(jω) =
jω + 2

jω + 1
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即 H(s) = s+2
s+1
具有最小相位。即在单位白噪声过程的作用下，稳定的 LTI

系统 H(s) 的输出的功率谱密度为 Φ(ω)。
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2.2 平稳离散时间随机信号

对于稳定的线性时不变系统 H(z) =
∑∞

i=0 z
−ihi，如果输入为平稳随机

序列 {wk}，那么输出也为平稳随机序列，而且

Sy(ω) = H(ejω)H(e−jω)Sw(ω) =
∣∣H(ejω)

∣∣2 Sw(ω)

设平稳随机序列的谱密度为 ejω 的有理分式函数，即

S(ω) =
g0e

jmω + g1e
j(m−1)ω + · · ·+ gm

ejnω + f1ej(n−1)ω + · · ·+ fn
ejkω ≥ 0 (33)

其中 n,m 为偶数，且 k = 1
2
(n−m)。令 z = ejω，可将上式进行因式分解

S(z) = C2 (z − a1) · · · (z − am)

(z − b1) · · · (z − bn)
(34)
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设 α1 是 S(z) 的一个根，即 α1 是 S(z) 的一个零点，满足

S(α1) = 0 (35)

根据平稳随机过程自相关函数的对称性，即 Ry(m) = Ry(−m)，可以
立即得到功率谱密度的一个性质

S(z) = S(z−1) (36)

因此，必有

S(α1
−1) = 0

这就是说，α1
−1 也一定是 S(z) 的一个根，或者说 α1

−1 是 S(ω) 的一
个零点。也就是说，两个零点 α1 和 α1

−1 总是成对出现的。
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根据上面的讨论，我们便可将 S(ω) 分解成两项相乘，即

S(ω) = H(z)H(z−1) = H(ejω)H(e−jω) =
∣∣H(ejω)

∣∣2 (37)

式中:

H(z) = C
(z − α1) · · · (z − αm/2)

(z − β1) · · · (z − βn/2)
,

H(z−1) = C
(z − α−1

1 ) · · · (z − α−1
m/2)

(z − β−1
1 ) · · · (z − β−1

n/2)
.

若 |αi| < 1，则必定有
∣∣α−1

i

∣∣ > 1，i = 1, 2, · · · ,m/2；可见，H(z) 是一
个所有极点都在单位圆内、所有零点在单位圆内或单位圆上的有理分式。
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Theorem 2.3 (谱分解定理) 对于类似 (33) 的有理谱函数，则必存在一个
有理函数 H(z)，其全部极点都在单位圆内，全部零点都在单位圆内或单位

圆上，并满足

S(ω) = H(ejω)H(e−jω) =
∣∣H(ejω)

∣∣2 (38)

Theorem 2.4 (表现定理) 对于满足 (33) 的有理谱函数 S(ω)，一定存在一

个渐进稳定的线性时不变系统 H(z)，当输入为离散时间单位白噪声序列

时，其稳态输出序列的谱密度为 S(ω)。
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Example 2.2 对于如下有理谱密度

Φ(ω) =
1.25 + cosω

1.0625 + 0.5 cosω =
(ejω + 0.5)(e−jω + 0.5)

(ejω + 0.25)(e−jω + 0.25)

进行谱分解。

Solution 2.2 有 4 种可能的分解，其中

H(z) =
z + 0.5

z + 0.25

因为没有单位圆之外的零点或极点，所以具有最小相位。即在单位白噪声

序列的作用下，稳定的 LTI 系统 H(z) 的输出的功率谱密度为 Φ(ω)。
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Example 2.3 已知谱密度

Sy(ω) =
1.01− 0.2 cosω
1.25 + cosω =

(ejω − 0.1)(e−jω − 0.1)

(ejω + 0.5)(e−jω + 0.5)

试对其进行谱密度分解。

Solution 2.3 从形式上讲，H(z) 似乎可取

H1(z) =
z − 0.1

z + 0.5

H2(z) =
z−1 − 0.1

z−1 + 0.5
=

1− 0.1z

1 + 0.5z
= −0.2z − 10

z + 2

H3(z) =
1− 0.1z

z + 0.5
= −0.1 z − 10

z + 0.5

H4(z) =
z − 0.1

1 + 0.5z
= 2

z − 0.1

z + 2
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但 H2(z) 与 H4(z) 有极点在单位圆外，相应的系统是不稳定的，因而

不能作为合理的谱分解式。当输入为同一个离散时间白噪声 {wk, k ∈ N}
时，H1(z) 与 H3(z) 对应的响应是不同的，但两个响应的稳态分量的谱密

度却是完全相同的。从原则上来讲，H1(z)与 H3(z)均可作为谱分解式，但

考虑到 H1(z) 在单位圆外没有零点，即通常所谓的最小相位系统，故一般

选 H1(z) 作谱分解式。

设 {wk, k ∈ N} 是服从 N (0,
√
2π) 分布的独立随机序列，则

Sw(ω) = 1

将 {wk} 作用于 H1(z)，记其输出为 yk，那么有

yk+1 + 0.5yk = wk+1 − 0.1wk

上述系统输出 yk 的稳态解就具有题设之谱密度。
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注意到

H1(z) =
z − 0.1

z + 0.5
= 1 +

−0.6
z + 0.5

= 1 + 1.2
+∞∑
i=1

(−0.5)iz−i

因此，yk 可表示为现在的和过去的所有输入量的线性组合，即

yk =
+∞∑
i=0

hiwk−i = wk + 1.2
+∞∑
i=1

(−0.5)iwk−i

上式表明，该系统的输出可以表示为输入的级数形式。
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3. 离散时间随机系统的多项式表示

3.1 平稳随机过程对应系统

首先考虑一个已知有理谱密度为 Φy(e
jw) 的离散时间随机过程 yk，进

行谱分解后可以得到

Φy(e
jw) = H(ejw)qH(e−jw) (39)

谱分解定理还告诉我们 H(ejw) 是稳定的，其所有的零点都位于单位圆内
部或是在单位圆上。
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我们假设 H(ejw) 是最小相位的（即所有零极点都在单位圆内），并具
有相对阶 0，且分子和分母都为首一多项式。令 z = ejw，可以通过选择合
适的 q 使得首项系数为 1，那么 H(z) 就可以表示为下面的多项式形式：

H(z) =
zn + c1z

n−1 + · · ·+ cn
zn + a1zn−1 + · · ·+ an

(40)

进一步由表现定理，设 wk 是均值为 0 方差为 q 的白噪声，则有

yk =
zn + c1z

n−1 + · · ·+ cn
zn + a1zn−1 + · · ·+ an

wk (41)

说明一个离散时间随机系统的输入-输出关系可以通过多项式形式表
示。
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现在考虑对系统加入控制输入 uk，因为系统是线性的，所以可用叠加
原理，并把所有扰动都表示为作用在输出上的单一扰动。因此，离散时间
随机系统可用下述模型来表示：

yk + a1yk−1 + · · ·+ anyk−n =b0uk−d + b1uk−d−1 + · · ·+ bmuk−d−m

+ wk + c1wk−1 + · · ·+ cnwk−n (42)

为简化分析，引入单位后向移位算子

yk−1 = z−1yk (43)

蔡远利 教授 36/103 Xi’an Jiaotong University

mailto:xjtu001@qq.com


3 离散时间随机系统的多项式表示 最小方差控制原理

将上述算子引入 (42)，于是就得到离散线性随机系统的多项式表示

A(z−1)yk = z−dB(z−1)uk + C(z−1)wk (44)

其中，uk ∈ R，yk ∈ R 分别是控制输入和测量输出，wk ∈ R 是均值为 0 方
差为 q 的白噪声。(44) 中的系数分别为

A(z−1) = 1 + a1z
−1 + · · ·+ anz

−n (45)
B(z−1) = b0 + b1z

−1 + · · ·+ bmz
−m, b0 ̸= 0 (46)

C(z−1) = 1 + c1z
−1 + · · ·+ cnz

−n (47)

可见，A(z−1), B(z−1), C(z−1) 都是延时算子 z−1 的多项式。此外，d ≥ 0 表
示控制延迟，通常假设 C(z−1) 是稳定的。
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对离散线性随机系统模型 (44)，一般有两点基本假设：

(1) 噪声 wk 是独立同分布高斯白噪声，wk ∼ N (0, 1)；

(2) 噪声 wk 和 yl 互相独立，即当 k > l 时，E{wkyl} = 0.

在上述假设 (1) 下，由 (44) 可知，因为存在高斯白噪声 wk，系统输出
yk 也是随机过程，同时也是高斯的。
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3.2 状态方程对应系统

考虑单输入-单输出系统的状态空间表示

xk+1 = Fxk +Guk + Jek (48)
yk = Hxk + vk (49)

其中，F、G、J 和 H 是常系数矩阵，过程噪声 ek ∼ N (0, Q′)，量测噪声
vk ∼ N (0, R′)，且过程噪声 ek 和量测噪声 vk 相互独立。

利用 z 变换，可将上述状态空间方程转换为传递函数形式

Y (z) = H(zI − F )−1GU(z) +H(zI − F )−1JE(z) + V (z) (50)
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用 HE(z) 表示 E(z) 的系数，(50) 中的噪声项为 HE(z)E(z)+V (z)。然
后进行谱分解，可以确定对应的 q 和最小相位的 H(z)

H(ejw)qH(e−jw) = HE(e
jw)Q′HE(e

−jw) + R′ (51)

定义

H(z) =
C1(z)

A1(z)
(52)

其中 C1(z) 和 A1(z) 均为首一多项式。同时令

A2(z) = |zI − F | (53)
B2(z) = H[adj(zI − F )]G (54)
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那么 (50) 可被写为

Y (z) =
B2(z)

A2(z)
U(z) +

C1(z)

A1(z)
W (z) (55)

其中，等效噪声 wk ∼ N (0, q) 是白噪声，其作用等效于 ek 和 vk。

假设 deg[A1(z)] = deg[C1(z)] = n1, deg[A2(z)] = n2, deg[B2(z)] = m2,
并令

A(z−1) = z−(n1+n2)A1(z)A2(z) (56)
B(z−1) = z−(n1+m2)A1(z)B2(z) (57)
C(z−1) = z−(n1+n2)C1(z)A2(z) (58)
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那么，(55) 可以表示为 (44) 形式，即

A(z−1)yk = z−dB(z−1)uk + C(z−1)wk

其中的控制延迟为

d = n2 −m2 (59)

根据上述多项式形式的数学模型，可以方便地进行离散时间随机系统
的分析与设计。
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4. 最小方差预测

4.1 丢番图方程（Diophantine Equation）

假设 A(z−1) 是稳定的，对式（44）中的 A(z−1) 和 C(z−1) 进行长除法，
获得商 F (z−1) 和余数 z−dG(z−1)。

F (z−1)

A(z−1)
√

C(z−1)
...

z−dG(z−1)

(60)
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除法进行 d 步，直到 z−d 可以从余数中分解出来，从而可以得到 G(z−1)。
通过上式，可以得

A(z−1)F (z−1) + z−dG(z−1) = C(z−1) (61)

上式称为 F (z−1) 和 G(z−1) 的丢番图方程（Diophantine Equation）。

该方程的解不是唯一的，但由长除法确定的特解 F (z−1) 和 G(z−1) 有
如下形式：

F (z−1) = 1 + f1z
−1 + · · ·+ fd−1z

−(d−1) (62)
G(z−1) = g0 + g1z

−1 + · · ·+ gn−1z
−(n−1) (63)

注意，其中 F (z−1) 的最高阶次为 (d− 1)，与式 (61) 中 z−d 相对应。
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4.2 随机 SISO 系统规范描述

将式 (44）左右端同乘以 zdF (z−1) 得

A(z−1)F (z−1)yk+d = B(z−1)F (z−1)uk + C(z−1)F (z−1)wk+d (64)

带入丢番图方程 (61) ，得到

C(z−1)yk+d = z−dG(z−1)yk+d +B(z−1)F (z−1)uk + C(z−1)F (z−1)wk+d

等式两边同时除以 C(z−1) ，得

yk+d =
G(z−1)

C(z−1)
yk +

B(z−1)F (z−1)

C(z−1)
uk + F (z−1)wk+d (65)

这是一个重要的表达式。
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(1) 式 (65) 右端第 1 项是 {yk, yk−1, · · · } 的线性组合;

(2) 第 2 项是 {uk, uk−1, · · · } 的线性组合;

(3) 第 3 项是 {wk+1, wk+2, · · · , wk+d} 的线性函数，即

F (z−1)wk+d = wk+d + f1wk+d−1 + · · ·+ fd−1wk+1

(4) 对于容许控制（物理上可实现的控制），式 (65) 右端第 2 项可以认为
是 {yk, yk−1, · · · } 的（线性）组合;

(5) 式 (65) 右端第 3 项与前面两项相互独立。
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4.3 最小方差预测公式

记 Yk = {yk, yk−1, · · · }，那么 d 步最优预测，也称为最小方差预测，即
为

ŷk+d|k = E[yk+d|Yk]

考虑到

ỹk+d|k ≜ yk+d − ŷk+d|k (66)

有

jk ≜ E(ỹ2k+d|k) = E[(yk+d − ŷk+d|k)
2] (67)
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将 (65) 带入 (67)，可导出

jk =E[(
G

C
yk +

BF

C
uk − ŷk+d|k) + Fwk+d]

2

=E(
G

C
yk +

BF

C
uk − ŷk+d|k)

2 + E(Fwk+d)
2

在给定 Yk 条件下，上式可以写为

jk = (
G

C
yk +

BF

C
uk − ŷk+d|k)

2 + E(Fwk+d)
2

由 jk 取极小可导出

ŷk+d|k =
G(z−1)

C(z−1)
yk +

B(z−1)F (z−1)

C(z−1)
uk (68)
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而最优预测的均方误差为

j∗k = E(Fwk+d)
2

= E(wk+d + f1wk+d−1 + · · ·+ fd−1wk+1)
2

= E(w2
k+d) + f 2

1E(w2
k+d−1) + · · ·+ f 2

d−1E(w2
k+1)

最后可得最小均方误差为

j∗k = q(1 + f 2
1 + · · ·+ f 2

d−1) (69)

而预测误差为

ỹk+d|k = F (z−1)wk+d (70)

Remark 4.1 最优预测 (68) 式也可以直接从静态估计理论导出。
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4.4 最小方差预测器的结构

最优预测（最小方差预测）是输入为 uk 和 yk 的线性确定性系统的输
出，预测误差是噪声序列的滑动平均值。如前所述，我们已经假设 C(z−1)

是稳定的，所以预测器是一个稳定的系统。

如图1 所示，预测器的输出可以被分解为两部分

yk+d = ŷk+d|k + ỹk+d|k (71)

其中预测值仅依赖于 k 时刻及其之前的值，而预测误差仅依赖于 k 时刻之
后的噪声值。

蔡远利 教授 50/103 Xi’an Jiaotong University

mailto:xjtu001@qq.com


4 最小方差预测 最小方差控制原理

Figure 1: d 步预测器
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Example 4.1 考虑差分方程描述的系统

yk + a1yk−1 + a2yk−2 = b0uk−d + wk + c1wk−1

其中，白噪声 wk ∼ N (0, q)。该系统也可以表达为

(1 + a1z
−1 + a2z

−2)yk = z−db0uk + (1 + c1z
−1)wk

试建立该系统的一步和二步预测器。

Solution 4.1 (a) 一步预测器：d = 1

注意到

C(z−1)

A(z−1)
=

1 + c1z
−1

1 + a1z−1 + a2z−2
= 1 + z−1 (c1 − a1)− a2z

−1

1 + a1z−1 + a2z−2
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对比丢番图方程 (61)

A(z−1)F (z−1) + z−dG(z−1) = C(z−1)

可知

F (z−1) = 1, G(z−1) = (c1 − a1)− a2z
−1

此外

B(z−1) = b0, C(z−1) = 1 + c1z
−1

由最小方差预测器 (68) 可知

C(z−1)ŷk+d|k = G(z−1)yk +B(z−1)F (z−1)uk

即

(1 + c1z
−1)ŷk+1|k = [(c1 − a1)− a2z

−1]yk + b0uk
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也可以表达为递推形式

ŷk+1|k = −c1ŷk|k−1 + (c1 − a1)yk − a2yk−1 + b0uk, k ≥ 0

由于 C(z−1) = 1 + c1z
−1 是稳定的，可以任意地选取初始值，例如

ŷ0|−1 = 0, y−1 = 0

此外，我们还可以求得一步预测的最小均方误差为 j∗k = q。

(b) 二步预测器：d = 2

同样地，计算

C(z−1)

A(z−1)
=

1 + c1z
−1

1 + a1z−1 + a2z−2
= 1 + z−1 (c1 − a1)− a2z

−1

1 + a1z−1 + a2z−2

= 1 + (c1 − a1)z
−1 + z−2 [−a2 − a1(c1 − a1)]− a2(c1 − a1)z

−1

1 + a1z−1 + a2z−2
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对比丢番图方程 (61)，可知

F (z−1) = 1 + (c1 − a1)z
−1

G(z−1) = [−a2 − a1(c1 − a1)]− a2(c1 − a1)z
−1

同样代入 C(z−1)ŷk+d|k = G(z−1)yk +B(z−1)F (z−1)uk，由此可知

ŷk+2|k =− c1ŷk+1|k−1 − [a2 + a1(c1 − a1)]yk

− a2(c1 − a1)yk−1 + b0uk + b0(c1 − a1)uk−1

而二步预测的均方误差为

j∗k = E[F (z−1)wk+2]
2 = q + (c1 − a1)

2q

二步预测器需要的初值也可以任意给定。
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Example 4.2 已知

yk + 0.3yk−1 = wk + 0.4wk−1 − 0.07wk−2 − 0.01wk−3

的稳态解为 {yk, k ∈ N}，{wk, k ∈ N} 为零均值单位白噪声。求 yk 的一步、

二步最小方差预测。

Solution 4.2 由题设，有

yk =
1 + 0.4z−1 − 0.07z−2 − 0.01z−3

1 + 0.3z−1
wk =

C(z−1)

A(z−1)
wk

容易导出，该系统的 3 个极点分别为 {0, 0,−0.3}，3 个零点分别为
{−0.1, 0.2,−0.5}。因此，这是是一个最小相位系统。
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用长除法计算 C(z−1)
A(z−1)

如下：

1 + 0.1z−1 ← F1(z
−1), F2(z

−1)

1 + 0.3z−1
√

1 + 0.4z−1 − 0.07z−2 − 0.01z−3

1 + 0.3z−1

0.1z−1 − 0.07z−2 − 0.01z−3 ← G1(z
−1)

0.1z−1 + 0.03z−2

−0.10z−2 − 0.01z−3 ← G2(z
−1)

注意到

C(z−1) = A(z−1)F1(z
−1) +G1(z

−1)

= A(z−1)F2(z
−1) +G2(z

−1)
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一步预测: d = 1

根据上述长除法，有

C(z−1)

A(z−1)
= F1(z

−1) +
G1(z

−1)

A(z−1)

其中,

F1(z
−1) = 1{此时的F (z−1)}

G1(z
−1) = z−1(0.1− 0.07z−1 − 0.01z−2){此时的z−1G(z−1)}

注意到本系统 B(z−1) = 0，由 (68) 式可导出

ŷk+1|k =
G(z−1)

C(z−1)
yk =

0.1− 0.07z−1 − 0.01z−2

1 + 0.4z−1 − 0.07z−2 − 0.01z−3
yk

同时由 (69) 式，可知 j∗k = Eỹ2k+1|k = 1。
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二步预测: d = 2

同样地
C(z−1)

A(z−1)
= F2(z

−1) +
G2(z

−1)

A(z−1

其中

F2(z
−1) = 1 + 0.1z−1(= F (z−1))

G2(z
−1) = z−2(−0.10− 0.01z−1)(= z−2G(z−1))

类似地，可导出

ŷk+2|k =
G(z−1)

C(z−1)
yk =

−0.10− 0.01z−1

1 + 0.4z−1 − 0.07z−2 − 0.01z−3
yk

j∗k = Eỹ2k+2|k = E[F (z−1)wk+2]
2 = 1 + 0.12 = 1.01
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Example 4.3 考虑如下系统

(1− 0.8z−1)yk = 0.2uk−2 + (1 + 0.7z−1)vk

其中，白噪声 {vk, k = 0,±1,±2, · · · } 的常值方差为 σ2。试确定该系统的

最小方差预测。

Solution 4.3 显然 A(z−1) = 1 − 0.8z−1 和 C(z−1) = 1 + 0.7z−1 是 z 的稳

定多项式，d = 2，因此若设

F (z−1) = 1 + f1z
−1, G(z−1) = g0

根据 A(z−1)F (z−1) + z−dG(z−1) = C(z−1)，有

1 + 0.7z−1 = (1 + f1z
−1)(1− 0.8z−1) + z−2g0
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比较上式两端 z−1 相同次幂的系数，可得

f1 = 1.5, g0 = 1.2

将 F (z−1) = 1 + 1.5z−1, G(z−1) = 1.2 和 B(z−1)、C(z−1) 表达式（68），可
得系统的最小方差预测为

ŷk+2|k =
1.2yk + (0.2 + 0.3z−1)uk

1 + 0.7z−1

也可以表达为

ŷk+2|k = −0.7ŷk+1|k−1 + 1.2yk + 0.2uk + 0.3uk−1

对应的预测误差为

ỹk+2|k = F (z−1)vk+2 = vk+2 + 1.5vk+1

预测误差方差为 j∗k = Eỹ2k+2|k = 3.25σ2.
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5. 最小方差控制

考虑多项式描述的随机控制系统

A(z−1)yk = z−dB(z−1)uk + C(z−1)wk (72)

其中，白噪声 wk ∼ N (0, q)。

目标: 通过选择控制策略 uk，使得系统输出 d 步预测 ŷk+d|k 的方差尽
可能地小。显然，这属于一个调节问题。
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5.1 最优控制策略

根据系统控制的目标，我们可选择如下代价函数：

J(uk) = var[yk+d|Yk] (73)

根据上面最小方差预测中的讨论，我们有

J(uk) = E(y2k+d) = E[(
G

C
yk +

BF

C
uk) + Fwk+d]

2 (74)

在当前时刻 k，构造控制策略 uk 的可能信息仅为 {yk, yk−1, · · · }。因
此，代价函数 (74) 中右端小括号中的项仅依赖于 {wk, wk−1, · · · }。而
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F (z−1)wk+d 仅依赖于 {wk+1, wk+2, · · · , wk+d}。考虑到两部分是相互独立
的，因此有

J(uk) = E(
G

C
yk +

BF

C
uk)

2 + E(Fwk+d)
2 (75)

给定 Yk 条件下，即为

J(uk) = (
G

C
yk +

BF

C
uk)

2 + E(Fwk+d)
2

由此可得最优控制策略，即最小方差控制策略，为

uk = −
G(z−1)

B(z−1)F (z−1)
yk (76)

最优代价则为

J∗(uk) = j∗k = E[F (z−1)wk+d]
2 = q(1 + f 2

1 + · · ·+ f 2
d−1)

与最小方差预测中的均方误差 (69) 相同。
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5.2 最小方差控制器的结构

(1) 最小方差控制的系统结构如图 2 所示，其中增加了参考信号 sk。

(2) 反馈回路是 z−1 的函数，包含了动态过程，因此属于动态输出反馈。

(3) 可以将其视为一个单回路调节器，由于没有前馈项，所以只能改变极
点，而不能改变零点。
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Figure 2: 最小方差控制器
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(a) 回顾最小方差预测

ŷk+d|k =
G(z−1)

C(z−1)
yk +

B(z−1)F (z−1)

C(z−1)
uk

不难发现，可以简单地将 d 步预测 ŷk+d|k 置为零，从而得到最小方差
控制 (76) 给出的最优控制 uk。

(b) 最小方差控制输出结果的均方值 (74) 完全等于最小方差预测的均方
误差。

(c) 最小方差控制 (76) 隐含地包括了最小方差预测。
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5.3 闭环系统分析

把控制策略 (76) 代入系统 (72)，则噪声 wk 与输出 yk 的关系可表示为

(A+ z−dBG

BF
)yk = Cwk (77)

上式整理可得

yk =
BFC

B(AF + z−dG)
wk (78)

分母部分代入丢番图方程 (61)，可得

yk =
BFC

BC
wk (79)
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(1) 如前所述，我们一般都假设 C(z−1) 是稳定的。当 B(z−1) 是稳定
的，即 B(z−1)

A(z−1)
是最小相位的，那么上式分子、分母可以同时消去

B(z−1)C(z−1)，进而得到

yk = F (z−1)wk (80)

这即为调节误差。因此，最小方差控制的调节误差就等于最小方差预
测的预测误差。

(2) 式 (80) 还表明，如果 wk 的均值为零，那么闭环系统（这里指参考输
入 sk 为零）的输出 yk 的均值也为零。因此，代价函数 (74) 的最优值
j∗k 即为闭环系统输出的方差，这也证明了控制策略的确是最小方差控
制。
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(3) 考察参考输入 sk 和 yk+d 之间的闭环传递关系。从图 2可得

yk+d =
B/A

1 +GBz−d/BAF
sk

通分后得

yk+d =
B2F

B(AF + z−dG)
sk (81)

代入丢番图方程 (61) 后，变为

yk+d =
B2F

BC
sk (82)

由此可知闭环特征多项式为

∆cl(z) = B(z−1)C(z−1)zm+n (83)
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可见，如果对象 B(z−1)
A(z−1)

为最小相位，那么闭环系统是稳定的 (我们假
设 C(z−1) 是稳定的)。此时，我们可以消去 B(z−1)，从而得到

yk+d =
B(z−1)F (z−1)

C(z−1)
sk (84)

上述结果表明，闭环极点就是噪声多项式 C(z−1) 的零点。
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Example 5.1 求例4.1中的最小方差控制。

Solution 5.1 (a) 一步控制器：d = 1

将一步预测输出设为零，即

(1 + c1z
−1)ŷk+1|k = [(c1 − a1)− a2z

−1]yk + b0uk = 0

即可解算出一步控制器：

uk =
−(c1 − a1)

b0
yk +

a2
b0
yk−1 (85)

在一步控制器的作用下，调节误差由 (80) 给出。即

yk = F (z−1)wk = wk
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调节误差方差为

j∗k = E[F (z−1)wk+1]
2 = q

(a) 二步控制器：d = 2

递归地令二步预测输出为零，即在

ŷk+2|k =− c1ŷk+1|k−1 − [a2 + a1(c1 − a1)]yk

− a2(c1 − a1)yk−1 + b0uk + b0(c1 − a1)uk−1

中，取 ŷk+2|k = ŷk+1|k−1 = 0，从而导出

uk = −(c1 − a1)uk−1 +
a2 + a1(c1 − a1)

b0
yk +

a2(c1 − a1)

b0
yk−1
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此时，调节误差为

yk = wk + (c1 − a1)wk−1

二步调节的方差即二步预测的均方误差，为

j∗k = E[F (z−1)wk+2]
2 = q + (c1 − a1)

2q

可见，调节误差方差随控制延迟而增加。
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Example 5.2 求例4.3中的最小方差控制。

Solution 5.2 在例4.3中，我们已经求出 F (z−1) = 1 + 1.5z−1, G(z−1) = 1.2

，此外已知 B(z−1) = 0.2。因此，根据 (76) 可知系统的最小方差控制为

uk = −
G(z−1)

B(z−1)F (z−1)
yk = −

1.2yk
0.2 + 0.3z−1

也可以写为差分方差形式

uk = −1.5uk−1 − 6yk

在上述控制器的作用下，系统的调节误差为

yk = F (z−1)vk = vk + 1.5vk−1

系统的最优代价，即最小均方误差，为

J∗(uk) = j∗k = E[F (z−1)vk+d]
2

∣∣∣∣
d=2

= σ2(1 + 1.52) = 3.25σ2
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5.4 简单讨论

• 最小方差控制策略 uk 是现在及过去所有输出 {yk, yk−1, · · · } 的线性组
合。

• 被控量的最小方差（均方误差）是一与时间无关的常数。

• 当采用最小方差控制策略时，被控量为 yk = F (z−1)wk = wk+f1wk−1+

· · ·+ fd−1wk−d+1 ，这是一个零均值 d− 1 阶平均滑动过程。

• 最小方差控制的输出 yk+d 即为最小方差预测的误差 ỹk+d|k。

• 当系统噪声的高斯假设换为二阶矩假设后，上述最小方差控制为线性
最小方差控制。
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至此，我们都隐含要求 C(z−1) 是稳定的，这保证了最小方差预测
ŷk+d|k =

G(z−1)
C(z−1)

yk +
B(z−1)F (z−1)

C(z−1)
uk 的稳定性。

结合

ŷk+d|k =
G(z−1)

C(z−1)
yk +

B(z−1)F (z−1)

C(z−1)
uk

与

uk = −
G(z−1)

B(z−1)F (z−1)
yk

可知，最小方差控制要求 B(z−1)、C(z−1) 均是稳定的。当 B(z−1) 不稳定
时，即系统是非最小相位系统，需要采用下面介绍的广义最小方差控制。
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6. 广义最小方差控制

上一节研究了最小方差控制，采用了朴素的代价函数 (73)，即

J(uk) = var[yk+d|Yk]

本节研究可能的扩展，将考虑控制能耗、过程品质等附加要求。

首先回顾本章研究的对象，即线性时不变随机系统。仍然采用如下描
述：

A(z−1)yk = z−dB(z−1)uk + C(z−1)wk (86)
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其中，wk ∼ N(0, q) 是白噪声干扰。此外

A(z−1) = 1 + a1z
−1 + · · ·+ anz

−n

B(z−1) = b0 + b1z
−1 + · · ·+ bmz

−m, b0 ̸= 0

C(z−1) = 1 + c1z
−1 + · · ·+ cnz

−n

6.1 代价函数扩展

不同于最小方差控制中采用的代价函数 (73)，我们将采用如下更加一
般的形式：

J(uk) = E{[P (z−1)yk+d −Q(z−1)sk]
2 + [R(z−1)uk]

2
∣∣Yk} (87)
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其中，sk 是给定的参考信号; P,Q,R 为给定的加权多项式，分别为

P (z−1) = 1 + p1z
−1 + · · ·+ pnpz

−nP (88)
Q(z−1) = q0 + q1z

−1 + · · ·+ qnQ
z−nQ (89)

R(z−1) = r0 + r1z
−1 + · · ·+ rnR

z−nR (90)

这个代价函数 J(uk)，也可以称为成本指标，可以帮助我们获得不同要
求下的闭环控制。下面对常见的代价函数进行简单讨论。
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6.1.1 最省能量控制

在代价函数 (87) 中，简单地取

P = 1, Q = 0, R = r0

代价函数化为

J(uk) = E[y2k+d + r0
2uk

2
∣∣Yk] (91)

显然，这表示要求输出误差尽量小的同时，希望控制能耗最省。权重系数
r0 反映了控制精度与控制能耗之间的平衡。
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6.1.2 最小变化率控制

有时我们希望控制信号尽量平滑，即控制量变化率最小，我们可以取

P = 1, Q = 0, R = r0(1− z−1)

此时，代价函数化为

J(uk) = E[y2k+d + r0
2(uk − uk−1)

2
∣∣Yk] (92)

在以上两种情况中，我们都假设了系统参考输入信号为零，相当于调
节器问题。
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6.1.3 最优跟踪控制

有时我们希望系统的输出跟踪给定的参考输入信号 sk，可以选择

P = Q = 1, R = r0

对应的代价函数为

J(uk) = E[(yk+d − sk)
2 + r0

2uk
2
∣∣Yk] (93)
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6.1.4 模型跟踪控制

代价函数 (87) 表示了一般情况下的模型跟踪控制，相当于要求控制对
象 B(z−1)z−d/A(z−1) 表现出给定模型那样的行为。

考虑 R = 0，此时控制器力图使得

P (z−1)yk+d = Q(z−1)sk (94)

也可以表示为

yk =
Q(z−1)z−d

P (z−1)
sk (95)

相对于使系统的的输出 yk 跟踪模型 Q(z−1)z−d/P (z−1) 在输入 sk 作
用下的输出。因此，为了获得满意的跟踪控制效果，我们只需合理地选取
Q(z−1) 和 P (z−1)。
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最后，如果取 P = 1, Q = 0, R = 0，那么代价指标 (J(uk)) 就简化为
(73)。也就是说，前面讨论的最小方差控制是现在讨论的广义最小方差控
制的特例。

6.2 广义最小方差控制策略

进一步考察代价函数 (87)

J(uk) = E{[P (z−1)yk+d −Q(z−1)sk]
2 + [R(z−1)uk]

2
∣∣Yk}

可以看出，根据 P (z−1) 的阶次 np，出现了 yk+d, yk+d−1, · · · , yk+d−np。对于
当前时刻 k，需要分别给出这些量的估计值。
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根据最小方差预测，容易知道

ŷk+j|k =
Gj

C
yk +

BFj

C
uk−d+j, 0 < j ≤ d (96)

对应的预测误差为

ỹk+j|k = Fjwk+d (97)

均方误差为

E(ỹ2k+j|k) = q(1 + f 2
1 + · · ·+ f 2

j−1) (98)

其中，fi 是 Fj(z
−1) 的系数。而 Gj(z

−1)、Fj(z
−1) 由对应的丢番图方程确

定：

A(z−1)Fj(z
−1) + z−dGj(z

−1) = C(z−1) (99)
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其中

Fj(z
−1) = 1 + f1z

−1 + · · ·+ fj−1z
−(j−1) (100)

一般地

yk+j = ŷk+j|k + ỹk+j|k, 0 < j ≤ d (101)

其中，ŷk+j|k 和 ỹk+j|k 相互独立。对于 j ≤ 0，显然有

ŷk+j|k = yk+j, j ≤ 0 (102)

其中 yk+j 是已知数据。

通过定义

Fj(z
−1) = 0, Gj(z

−1) = zjC(z−1), forj ≤ 0 (103)
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那么等式 (96), (97) 和 (101) 对于所有的 j < d 成立。

将 (101) 代入 (87) ，可得

J(uk) = E{[P (ŷk+d|k + ỹk+d|k)−Qsk]
2 + (Ruk)

2} (104)

其中，每个误差 ỹk+j|k 仅取决于 wk+1 和后续噪声值，因此 P (z−1)ỹk+j|k 独
立于所有其他项。因此

J(uk) = (P ŷk+d|k −Qsk)
2 + (Ruk)

2 + E(P ỹk+d|k)
2 (105)

注意到 ŷk+d|k 取决于 uk，而其他 ŷk+j|k（j < d）不取决于 uk，仅取决
于输入的早期值。因此

∂ŷk+d|k

∂uk

=
B(0)Fd(0)

C(0)
= b0 (106)
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此外

∂(Ruk)
2

∂uk

=
∂

∂uk

(r0uk + r1uk−1 + · · ·+ rnR
uk−nR

)2 = 2r0Ruk (107)

于是，由 (105) 可知

∂J(uk)

∂uk

= 2b0(P ŷk+d|k −Qsk) + 2r0Ruk = 0 (108)

由此可导出关于广义最小方差控制策略的递归公式如下：

P ŷk+d|k +
r0
b0
Ruk −Qsk = 0 (109)

上式表明，广义最小方差控制策略 uk 可以用

{uk−1, uk−2, · · · ; yk, yk−1, · · · ; sk, sk−1, · · · }
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来表示了。在当前 k 时刻，这些都是已知量。

将 P (z−1) 的定义代入 (109)，有

np∑
j=0

pj ŷk+d−j|k +
r0
b0
Ruk −Qsk = 0

注意到 p0 = 1，将 (96) 代入上式后

np∑
j=0

pjGd−jyk +

np∑
j=0

pjBF d−juk−j +
r0
b0
CRuk − CQsk = 0 (110)
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下面定义两个新多项式：

G′(z−1) =

np∑
j=0

pjGd−j(z
−1) (111)

F ′(z−1) =

np∑
j=0

pjB(z−1)Fd−j(z
−1)z−j +

r0
b0
C(z−1)R(z−1) (112)

那么，(110) 可化为

F ′(z−1)uk = −G′(z−1)yk + C(z−1)Q(z−1)sk (113)

这是我们最终获得的广义最小方差控制策略的计算公式。
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Figure 3: 广义最小方差控制器
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为了直观理解广义最小方差控制，我们可以形象地将控制回路表达为
图 3。可见，由于存在反馈和前馈部分，我们现在不仅可以改变系统的极
点，也可以调整系统的零点了。

6.2.1 两种简化形式

（1）取 P (z−1) = 1, Q(z−1) = 0 以及 R(z−1) = 0，对应的代价函数即为

J(uk) = E(y2k+d

∣∣Yk)

此时，由于 G′ = Gd, F
′ = BFd ，由 (113) 可知广义最小方差控制简化为

B(z−1)Fd(z
−1)uk = −Gd(z

−1)yk

这就是前面讨论的最小方差控制 (76)。

蔡远利 教授 93/103 Xi’an Jiaotong University

mailto:xjtu001@qq.com


6 广义最小方差控制 最小方差控制原理

（2）如果取 P (z−1) = 1, Q(z−1) = 0 以及 R(z−1) = µ，对应的代价函数为

J(uk) = E[y2k+d + µ2u2
k

∣∣Yk] (114)

此时，G′ = G,F ′ = BF + µ
b0
C ，由 (113) 可知此时的广义最小方差控制化

为

uk = −
G(z−1)

B(z−1)F (z−1) + µ
b0
C(z−1)

yk (115)

这是用得比较多的广义最小方差控制。
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6.2.2 闭环系统分析

广义最小方差控制器依赖于丢番图方程 (99) 的解，它包含一个隐式估
计器，用于表示不能直接出现在输出中的内部状态。

根据图 3，从 sk 到 yk+d 的闭环传递函数为

Hcl(z) =
CQ

F ′
BF ′

AF ′ +BG′z−d (116)

系统的闭环特征多项式为

△cl(z) = (AF ′ +BG′z−d)zh (117)

其中 h 是在不考虑 F ′(z−1) 后，Hcl(z) 中 z−1 的最高幂。
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Example 6.1 假设系统的传递函数描述为

Y (z) =
z − 0.5

z3 + 1.5z2 − z
U(z) +

z3 + 0.25z2

z3 + 1.5z2 − z
W (z)

其中，白噪声 wk ∼ N(0, q)。设系统的性能指标为

J(uk) = E{[(yk+2 − yk+1)− (sk − sk−1)]
2 + (uk − uk−1)

2}

试设计和分析该系统的广义最小方差控制器。

Solution 6.1 根据系统的传递函数，可知系统的多项式表示为

A(z−1)yk = z−dB(z−1)uk + C(z−1)wk
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即

(1 + 1.5z−1 − 1.0z−2)yk = z−2(1− 0.5z−1)uk + (1 + 0.25z−1)wk

系统的控制延迟为 d = 2。显然，系统的极点为 {0.5,−2}，表明原系统是
不稳定的。

性能指标可以化为

J(uk) = E{(Pyk+2 −Qsk)
2 + (Ruk)

2}

= E{[(1− z−1)yk+2 − (1− z−1)sk]
2 + [(1− z−1)uk]

2}

其中，sk 是给定的参考输入，P (z−1) = 1−z−1，Q(z−1) = 1−z−1，R(z−1) =

1− z−1。
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首先进行长除法：

1− 1.25z−1 ← F1, F2

1 + 1.5z−1 − z−2
√

1 + 0.25z−1

1 + 1.5z−1 − z−2

−1.25z−1 + 1.00z−2 ← G1(z
−1)

−1.25z−1 − 1.875z−2 + 1.25z−3

2.875z−2 − 1.25z−3 ← G2(z
−1)

由此，可以得到

F1(z
−1) = 1, G1(z

−1) = −1.25 + z−1

F2(z
−1) = 1− 1.25z−1, G2(z

−1) = 2.875− 1.25z−1
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本问题中 np = 1，方程 (111) 和 (112) 对应的的复合多项式为

G′(z−1) =

np∑
j=0

pjGd−j(z
−1) = p0G2 + p1G1

= (2.875− 1.25z−1)− (−1.25 + z−1)

= 4.125− 2.25z−1

F ′(z−1) =

np∑
j=0

pjB(z−1)Fd−j(z
−1)z−j +

r0
b0
C(z−1)R(z−1)

= B(p0F2 + p1F1z
−1) +

r0
b0
CR

= (1− 0.5z−1)(1− 1.25z−1 − z−1) + (1 + 0.25z−1)(1− z−1)

= 2− 3.5z−1 + 0.875z−2
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此外

C(z−1)Q(z−1) = (1 + 0.25z−1)(1− z−1) = 1− 0.75z−1 − 0.25z−2

于是，由 (113) 可导出

(2− 3.5z−1 + 0.875z−2)uk =− (4.125− 2.25z−1)yk

+ (1− 0.75z−1 − 0.25z−2)sk

写为递推格式则为

uk =
1

2
(3.5uk−1 − 0.875uk−2 − 4.125yk + 2.25yk−1

+ sk − 0.75sk−1 − 0.25sk−2)

上式即为本问题的广义最小方差控制。
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根据 (117)，可知系统闭环特征多项式为

△cl(z) = (AF ′ +BG′z−d)zh = (2− 0.5z−1 − 2.25z−2 + 0.5z−3 + 0.25z−4)zh

其中 h 是抵消 z 最高次负幂所必需的幂数，显然 h = 4。因此

△cl(z) = 2z4 − 0.5z3 − 2.25z2 + 0.5z + 0.25

由此可得系统的闭环极点为 {−0.25, 0.5,−1.0, 1.0}。可见，即使原来的系
统是不稳定的，其闭环系统可以是临界稳定的。
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6. 本章小结

最小方差控制是控制系统设计中广泛应用的方法，大量应用于工业过
程控制、自动驾驶、通信系统等领域，其目标是在存在噪声和干扰的情况
下，通过优化控制策略，最小化系统输出与期望输出之间的方差，从而实
现系统的优化控制。在系统模型存在不确定性和噪声的情况下，具备良好
的鲁棒性能，表现出了顽强的生命力，是随机系统经典的最优控制方法。
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